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Kata Pengantar

Alhamdulillah, pup syukur penulis panjatkan kepada
Ilahi Rabbi. Karena perkenan-Nya jualah, pemulis dapat
merampunglan bulm mi.

Buku 1m lahur atas derongan pemulis unfuk menyediakan
bahan bacaan bagi mahasiswa atau siapa saja yang bemninat
pada penerapan matematika dalam dimamka populasi. Selam
i, bulku m hadir sebagal suatu usaha unuk memperkaya
literafur buku pemodelan matematika dalam bahasa Indonesia.

Buku mi tersusun dalam enam bab. Dimmlai dengan
pembahasan tentang pemodelan matemanka, termasuk di
dalamnya bagaimana mengkonstruks: suatu model matematika,
menganalisis model, menyelesatkan model, dan membenkan
mterpretast dan solust model Selanjumya disajikan sistem
dinamik dan kestabilan yang membahas konsep-konsep sistem
dinamk dan metode yang dipunakan dalam menganalisis
kestabilan suat sistem.

Buku 1 memfoluskan pembahasannya pada dinammkea
populast yang melipofi dinamika perubahan satu populasi dan
interaksi dua populasi. Interaksi dua populasi meliputi model
populasi mangsa dan pemangsa, model dua populasi saling
bebas, dan medel populasi yang berkompetisi. Medel yang
digunakan dalam perubahan dinamika populasi tersebut
memupakan model determunistk yang dinyatakan dalam bentuk
satu atau dua persamaan differensial biasa.

Dalam bukm m1, dinanika populasi dibubungkan dengan
persoalan manajemen sumber daya alam. Dengan mengingat
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bahwa populasi, sebagal contoh populasi ikan, membenkan
manfaat kepada mamusia, maka populasi tersebut selanjumya
dieksploitasi. Dengan demuloan dinamika populasi selamn
mencakup aspek ekologl juga mencakup aspek ekonoma.

Buku im memberikan secara detail tentang proses
pemodelan pada dmmanuka populasi dan  membenkan
penyelesalannya secara amalitik atan solusi pendekatan serta
mterpretasi dan hasil model kepada fenomena sebenamya
Anahsis yvang dilakukan menyanghut aspek ekolog (biolog)
dan aspek ekononm dengan menggunakan metode matemanka.

Anahsis ditmjukan untuk menjamin kewujudan suatu
kondisi yang memunglnkan populasi dapat tetap vwujud
{survive) untuk jangka waktu yang panjang, baik i dinamika
populasi yang hanya melibatkan satu populas: maupun dinamika
populasi vang melibatkan dua populasi dalam bentuk predas:
ataupun kompetisi. Terkait dengan hal tersebut, kewujudan dan
kestabilan tink keseimbangan model yang posiif menjadi suatu
hal yang penting dalam model vang dibahas.

Dengan perimbangan bahwa populasi membenkan
manfaat pada manusia, maka populasi tersebut dieksploitas:.
Dalam usaha eksploitasi populasi tersebut, tentinya terkart
dengan biaya dan usaha eksploitasi dan dan usaha eksploitasi
membenkan hasil tangkapan dan pendapatan. Dalam situasi mm,
tenfunya menjadi menank untuk mendapatkan keunfungan
maksimal dalam usaha eksploitas: stok (populasi).

Anahsis dalam buku ini mencakup dua hal, yaitu (1)
bertyjuan untuk menjanun populast vang dieksploitasi tetap
akan wujud secara berkelanjutan (susiainable) dan (2) pada saat
yvang bersamaan populast membenkan keuntungan maksimal.
Selamn dibahas keuntungan maksimal juga disajikan kebijakan
optimal vang melibatkan mla1 sekarang (presemt value) dan
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fungs: keuntungan yang terkait dengan usaha eksploitas: untuk
model populasi mangsa-pemangsa dan model kompetsi dua
populasi.

Penulis berharap kehadiran bulm 1m dapat membenkan
pencerahan kepada pembaca yang berkenaan dengan pemodelan
matematika khususnya pemodelan dmmanuka populasi dan
eksploitasi sumber daya alam yang terbarukan Penubs
menyadari bahwa pembahasan dalam buku i tentulah belum
lengkap dan komprebensif mengingat bemitu kompleksmya
masalah yang dibahas serta keterbatasan penulis. Untuk 1m,
penulis dengan tangan terbuka mengharapkan dan menenma
korsksi serta masukan dan pembaca sebagal  upaya
penyvempumaan buku imi pada masa yang akan datang.

Aklimya penulis menyampaikan terma kasith kepada
keluarga saya yang telah menyerahkan sebahagian jatah
wakhmya demu rampungnya penubisan buku m Penulis juga
menyampailkan tenma kasih kepada semua mahasiswa yang
pemah bennteraks: dengan penubs dalam perluliahan Model
Matemanka, baik mahasiswa 51 maupun mahasiswa 32 yang
banyak membenkan mspirasi kepada penulis dalam
memperkaya materi pada buku mi.

Makassar, 20 Me1 2013

Syamsuddin Toaha
Email : syamsuddmt@lyahoo.com
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Bab 1

Pemodelan Matematika

1.1 Pendahuluan

Matematika adalah studi tentang besaran, struktur, mang,
dan perubahan Melalhn penggunaan penalaran logika dam
absiraksi, matematka berkembang dan  pencacahan,
pengularan, dan pengkajian sistematis terhadap bangun dan
perubahan benda-benda fisis dan nonfisis. Matematika saat mm
digunakan secara luas dalam berbagal bidang sebagal suatu alat
yang penting, termasuk pada bidang idmu alammah telouk
kedokteran, sosial, ekonmomu, psikologi, perfamian, penkanan,
dan bidang-bidang lammnya.

Matematika terapan sebagal cabang matematka yang
melinglop penerapan matematika pada bidang-bidang lamnya,
termasuk pada pengembangan matematika 1 sendin, telah
mengilhami dan membuat penggunaan temuan-temman bam
matematika baru seperti lalimya statistika, teon permaman, nset
operasi, dan lain-lain.

Pemodelan matematika dapat dinyatakan sebaga suatu
konstruksi matematis yang didesain untuk memaham suata
fenomena atau sistem yang tegadi dalam kelmdupan lata
Pemodelan matematika dapat berupa smatu grafik, smmbol-
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simbol matematika, simulasi, ataupun ekspenmen Pemodelan
matematika yang merupakan tiuan dan suatn fenomena myata
merupakan hasil dan snatu proses yang tidak lepas dan asumsi-
asumsl dan penyederhanaan

Model matematika dapat digunakan untuk menjelaskan
perilaku fenomena alam yang terjadi, dapat digumakan untuk
mempradiks: penlakn sistem wntuk suat jangka waktu tertentu,
dan dapat juga digunakan untuk mengambil suatu kebijalkan
Sebagal contoh, fenomena pertumbuhan populasi manusia pada
suatu negara dapat dijelaskan melalm suatn model matemafika,
dan hasil analisis dan model tersebut dapat digunakan untuk
mengambil  kebijakan dalam mengator laju  kelahuran,
memperkarakan kebutuhan pangan, dan hal-hal yang terkast
dengan kebutuhan populasi manusia pada negara tersebut.

Pemodelan matematka pada bidang biologi, ekolog,
epidemiologl, dan kedokteran mendapat banyak tantangan dan
hambatan Salah satu penyebabnya adalah faktor-faltor yang
memengaruhl pertumbuhan hewan, tumbuhan, sel, vios, dan
semacamnya sangat kompleks. Dengan demukian terdapat
kesulitan dalam menentukan faktor-faktor deminan yang akan
diperimbangkan dalam membangun medel D1 sampmg 1m,
kendala lamm adalah ketersediaan data yang mendulung untuk
keperluan simulasi dan validasi model pada woumnya tidak
mudah diperoleh.

1.2 Proses pemodelan matematika

Para samtis berusaha unfuk membuat suatn pemahaman
pada semma jemis fenomena. Penjelasan suatu fenomena senng
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kali dapat dibenkan melalm pendekatan secara matemats.
Penjelasan secara kmalitanf suatn fenomena sangat nmmgkn
sejalan dengan hasil yang diperoleh dan suatu eksperimen.
Eetika teon dan ekspenmen secara kmalitatif bersesualan dengan
suatu fenomena, maka lata dapat lebith percaya menpenai
kevalidan teori tersebut. Dalam masalah seperti m, matematika
menjadi bagian mtegral dan metode sains dalam membenkan
suatu pemahaman.

Suatu fenomena alam yang akan dimodelkan ke dalam
model matematika perlu dudenfifikasi dengan jelas tentang
masalah yang terjadi atan hal vang akan dijelaskan pada
fenomena tersebut Hal mm terkait denganm tahapan yang
dilakukan dalam pemodelan Tahapan-tahapan utama dalam
memodelkan masalah nyata dibenkan pada Gambar 1.1 benkut
{Burghes dan Borme, 1981).

madel real ASUTSI-ASUTE] problam (modal)

Mamformualasi Membnar Memfornmmulasi
— —
ik model matemanka

d-"'
-
-

Memvalidasi Alenzinterpre- Menyelesaikan
model - tasi sohasi dari | +— m’:mddm
matematika modsl EIn

\\-‘)

[ Mengmumaican mode] untuk menjelaskan memprediksi, ]

mendesain, maapun unmk menzambil kebijakan

Gambar 1.1 Langkah-langkah pemodelan matematika



Fenomena nyata yang akan dimodelkan perlu dicermat
dengan telii. Persoalan yang akan dijelaskan dan fenomena
tersebut atau hal-hal yang menank untuk dijelaskan dan
fenomena yang terjadi hams dicermati dengan baik Beberapa
pertanyaan yang terkait dengan fenomena tersebut perlu dibuat
untuk membantu mengindentifikas: persoalan. Problem atau hal-
hal yang menjadi perhatian diformulasikan dalam bentuk
kalimat. Data dengan jumlah yvang cukup serta relevan dengan
masalah yang akan dijelaskan diperlukan untuk membantu
mengindentifikasi masalah.

Setelah persoalan atau hal-hal yang akan dijelaskan
sudah tendentifikasi dengan baik, maka problem-problem nyata
ditransformasi ke dalam suatu masalah matematika dengan
membuat beberapa asumsi yang realishk dan beberapa
penyederhanaan atau 1deahsasi. Faktor-faktor yang penting
harus dudentfikasi dan Imbungan antar vanabel dinyatakan
dalam suatu postulat.

Dengan asumsi yvang dibenkan, problem wang telah
dirummskan dapat dinyatakan ke dalam bahasa matematika
dengan terlebih dahulu membenkan beberapa pemyataan atau
defimis1 faktor-faktor yvang memengamuhi dan faktor-faktor yang
bergantung kepada faktor-faktor yang laimnya. Rummsan yang
terjadi biasanya dinyatakan dalam bentuk koleksi persamaan
atau perhidaksamaan. Dengan demulaan problem nyata telah
ditransformasi ke dalam problem abstrak secara matematis.
Problem abstrak vyang telah dinyatakan dalam simbel
matematika disebut sebagal model matematika.

Model matematika yang terhasil perlu diselesaikan untuk
mengetann hubungan fungsional antara vanabel-vanabel yang
membentuk model. Untuk keperluan m, beberapa estimasi perlu
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dilakukan, termasuk mengestimasi nilai-mlal parameter pada
model. Penyelesalan dan model matematika dipercoleh dengan
menggunakan metode matematika yang sesual. Metode yang
digunakan dapat menghasilkan penyelesaian secara amahtk
penyelesaian pendekatan, atau penyelesalan secara numenk
Penyelesaian vang diperoleh dapat bersifat global ataun nmglon
hanya bersifat lokal Penyelesalan yang bersifat lokal hanva
membenkan penyelesaian pada suatu domain tertentu yang lebih
spesifik vang menjadi folms perhatian

Model matematika yang tenjadi harus divabidasi untuk
mengecek apakah solusi yang diperoleh dan model matematika
sesual dengan observasi dan simasi real yang sebenamya. Jika
terdapat korelasi vang baik, maka model tersebut dapat
digunakan untuk menjelaskan fenomena yang dimodelkan.
Sebalikmya, ika korelas: antara hasil teon dan observam tidak
cukup bagus, maka kata hams merevisi kembah asumsi-asumsi
yang telah dibuat dan berusaha untuk membuat asums: yang
lebih reahstis serta memodifikas: model vang telah ada menjadi
mode] yang lebih kompleks (May, 1974; Haberman, 1998).

Model yang terhasil dapat digunakan untuk menjelaskan
data observasi, atau membuat beberapa prediksi, atan
mengambil suatu keputusan (Burghes dan Bomie, 1982). Solusi
analitik ataupun solusi pendekatan yang diperoleh dan problem
matematika 1tu digonakan wnfuk membenkan mterpretas: atau
penjelasan pada problem yang sebenamya. Solusi ini juga dapat
digunakan untuk memprediks: perilaku sistem yang akan terjadi.
Dalam beberapa kasus solusi dan model dapat digunakan untulk:
membuat keputusan dan selanjuinya dapat dyjadikan suata
kebijakan atan perencanaan



Mengingat kompleksnya masalah yang ada dalam suatu
fenomena alam. dengan ifu sangat mungkin ekspenimen yang
dilakukan tidak dapat mencakup semma aspek yang dungimbkan
Untuk 1tu, mumglan hanya beberapa faktor yang lebih dominan
vang menjadi perhatian Pemodelan matematika berhadapan
dengan tantangan dalam menentukan faktor-faktor yang paling
berpengaruh dalam fenomena tersebut. Faktor-faktor sepern
imilah yang selanjutnya diperimbangkan dalam mengkonstruksi
dan mermummskan mode]l matematikanya.

Proses dalam pemodelan matematka tidak pemah
berhenti. Begitu eksperimen atau observasi yang lain atan yang
terbaru diperoleh. model matematka senanbiasa direvizi dam
dikembangkan Rewvisi dan pengembangan model bukan hanya
terjadi pada modelnya, tetapl juga secara konfinu dituntut untuk
mengembangkan metode dan proses komputasi yang lebih
akurat dalam upaya untuk mendapatkan solusi yang lebih baik

Eita boleh saja tidak puas denpgan hasil yang diperoleh
dan pemodelan matematka, karena sangat munglom belum bisa
menjelaskan dengan sangat balk pada fenomena yang
dimodelkan Hal mu onmgkn disebabkan oleh kompleksnya
masalah vyang dimodelkan, asumsi-asumsi yang digunakan
belum bisa mencakup semua aspek, metode analisis yang belum
mampu menjelaskan secara menyeluruh, meteds komputasa
yang belum akurat dam berbagai fakior lammya. Walaupun
begitu, model yang terhasil serta interpretasi yang dibenkan
dapat membenkan gambaran secara lmalitabf meskpun
mungkin hanya bersifat lokal terhadap fenomena vang
sebenamya, atan mumimal dapat menjadi referensi unfuk
membuat model yang lebih baik (Boyee dan DiPrima, 1992;
Barmes dan Fulford, 2002).



Model matematika yang terhasil nunglon berupa suatu
persamaan  atauw = peridaksamaam = Persamaan — atam
pertidaksamaan yang terjadi munglan melibatkan satn vanabel
bebas atau lebih  Jika vanabel-vanabel yvang diinjam bersifat
diskrit maka mode]l yang terhasil adalah suatu model disknt
vang dapat berupa suwatu persamaan differensi. Jika vanabel-
vaniabel yang difinjan bersifat kentinn maka model yang terhasil
memupakan model kontinn yang dapat berupa suatu persamaan
differensial Persamaan differensial yang terhasil mmmglan
berupa satu atau beberapa persamaan differensial buasa.
Beberapa model juga mungkin berupa suatu  persamaan
differensial parsial Model vang terhasil mnglon mempakan
mode] determimistik atan model stokastik.

1.3 Pemodelan dengan persamaan differensial

Eita senng melihat suatu fenomena yang berhubungan
dengan laju perubahan pada suatu kuantitas terhadap satu atau
beberapa kuantitas yang lain yang memengaruhinya. Dengan
memperhatikan  perubahan-perubabhan  kuanfitas  tersebut,
biasanya lata berusaha untuk mendapatkan informasi mengenai
hubungan fungsional antara luantitas-kuantitas  tersebur.
Sebagal contoh, jika P menyatakan jumlah manusia dalam suatu
populast yang besar pada suatu waktu #, maka sangat beralasan
untuk menyatakan babwa laju perubahan populasi terhadap
waktu bergantmg kepada uloiran populasi pada saat sekarang.

Problem mnyata pada perubahan populasi  adalah
bagaimana menjelaskan mekanisme pada perubahan populas
dan bagammana mengkonstruksi suatu model yang dapat
menjelaskan perubahan populas:i tersebut untuk memprediksa

7



ukuran populasi pada masa yang akan datang. Unfuk
mengkonstruksl model perubahan populasi, kita mengadops: 1de
dan ekonom Ingeris, Thomas Robert Malthus, dalam artikelnya
vang berjudul “An Essay en the Principle of Population™ yang
dipublikasikan pada 1798

Dengan  perimbangan masalab-masalah  ekolog,
ekononu, atau alasan-alasan lamn, perubahan vyamg tegadi
menjadi menank unfuk menentukan hubungan antara uluran
populasi P dan waktu ¢ untuk membuat prediksi ukuran populasi
P pada wakiu vang akan datang. Jika ukuran populasi pada saat
sekarang dinyatakan sebagai P(f) dan ukuran populasi pada
saat ¢+ adalah P{f + A7), maka perubahan populasi AP
selama periode waktun A4 dibenikan oleh

AP=P(i + Af) - P(z). (1.1}

Ada banyak faktor yang memengarmuli pertumbuhan
populasi dalam suatu wilayah, antara lamn adalah fakter
emigrasi, imigrasi, umur, gender, kelahiran, dan kematian.
Misalkan lata  hanya ~ memperimbangkan — prnsip
proporsionalitas, yartu perfumbuban populasi proporsional
dengan uwkuran populasi. Jika diasumsikan bahwa jumlah
kelahiran dan kematian propeorsional kepada ukuwran populasi
dan mterval wakiu tertentu A, yaitu jumlah kelahiran = bPAf
dan jumlah kematian = &PAt, dengan b dan 4 merpakan
konstanta nonnegatif Dengan demulian perubahan populasi,
vaitu AP dalam mterval wakiu At dibenkan oleh

AP = BP At - dP At = (b~ d)PAt = kPAL, (1.2)

dimana k¥ =b-4d. Rata-rata laju perubahan populasi selama
waktu Af diberikan oleh



— =kP. 1.3
o (1.3)
Dengan mengambil A¢ cubup kecil atan mendekati nol
dan dengan menggunakan defimsi mmnan (derivanve) diperoleh
suatu persamaan differensial
i At 28 e
Al Ap Fild
yang menyatakan laju perubahan sesaat populasi terhadap wakiu
proporsional dengan wlkuran populasi pada waktu ¢, Model (1.4)
dikenal sebagal mode] pertumbuhan populas: Malthus.

(1.4)

Persamaan differensial (1.4) dengan milai awal populasi
P,)=L >0 memmyai solusi P(f)= .E':e"” “!'  Prediksi
penlakn ukuran populasi bergantung kepada mla1 konstanta &.
Jika k>0 maka populasi tumbuh secara eksponensial tanpa
batas. Jika k¥ <0 maka populasi meluruh secara eksponensial
dan ukuran populasi akan menuju nel. Jika & =0 maka ukuran
populasi tidak mengalanu perubahan dan dengan demilian
ukurannya sama dengan populasi awal, yaim P()= P, untuk
setiap waktu f.

Untuk mengetalun apakah model (1.4) dapat digunakan
unfuk memprediks: ukuran populasi, man kata menggunakan
data rata-rata jumlah penduduk negara Republik Rakyat Cma
(www enwikapedia org., 2013). Data selengkapnya dibenkan
pada Lampiran 1.



Tabel 1.1 Data rata-rata populasi RRC

Tahun Rata-rata Populasi
1950 546.815.000
1951 557.430.000
1952 568.910.000
1953 581.390.000
1954 595.310.000

Untuk memprediks: ukuran populasi total di RRC pada
waktu selanjutmya, kita usulkan mengmumakan model Malthus,
model (1.4). Dalam hal mu, wakiu /=0 bersesnalan dengan
1950. Dengan itu lota mengambil P(0) = 546.815.000. Dan
Tabel 1.1 diketahm bahwa mterval wakin yang digunakan
adalah Af=1. Dengan menggumakan solusi medel (1.4), yaim
Pf)=Peg"™, diperoleh nilai pendekatan untuk
P(1)=557480.000=546.815.000x¢" . Dan perbandingan milai
P(l) yang sebenamya dan nilai prediksinya, maka mila
parameter & dapat diestimasi dan diperoleh mla estimasi
b=t 27801 001031609, Disini, estimasi mlai &
L 546.815,
diperoleh dengan menggunakan mlai P(0) dan P{l). Estimasi
nilai k tentunya dapat diperoleh dengan menggunakan data yang
lainnya.

Dengan menggunakan mlar  awal  populas
P(0)=546.815000 dan k=0.01931609 maka meodel (1.4)

dapat digunakan untuk memprediks: milai P(2) yarm ukuran
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populas: pada 1952, P(3), P(4), dan seterusnya. Nila1 prediks:

untuk beberapa tahun dibenkan pada Tabel 1.2,

Tabel 1.2 Data rata-rata populas: RRC dan mla1 prediks:

Tahm Bata-rata Populasi Nila1 Prediks:
1951 557.430.000 557.479.999
1952 568.910.000 568.353.007
1953 581.390.000 579.438.080
1954 595.310.000 590.739.355
1955 608.635.000 602.261.048
1956 621.465.000 614.007.459
1957 637.405.000 625.982.970
1958 653.235.000 638.192.050
1959 666.005.000 650.639.253
1960 667.070.000 663.329.226
1961 660.330.000 676.266.701
1962 665.770.000 689.456.507
1963 682.335.000 702.903.565
1964 698.355.000 716.612.893
2000 1.262.645.000 1436425 404
2001 1.271.850.000 1.464.444 292
2002 1.280.400.000 1.493.006.598
2003 1.288.400.000 1.522.125.978

Hasil prediks: ukawan populasi vang diperoleh demgan
menggunakan model (1.4) nampalmya culkup sesual unfuk
beberapa tabun di awal Hal mm ditandai dengan selisth antara
nilai prediksi dan milal sebenamya masih relatf rendah. Tetap
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pada 2000 sampai dengan 2003, sebaga1 contoh, mlal prediksi
dan nilai sebenamya selisihnya sudah cukup besar. Pada kondisa
tersebut, model tidak dapat lagi digunakan unfuk memprediksi
jumlah populas: untuk wakin yang lebih besar.

Earena mode]l Malthus tidak sesuai lam digumakan untuk
memprediks: ukuran populasi untuk wakiu yang lama, maka
asumsl vang dipernmbangkan pada model (1 4) hams ditinjan
kembali. Ternyata populasi tidak selalu dapat bertumbuh secara
eksponensial tanpa batas. Dengan demikian temyata faktor
kelahiran dan kematian yang ditinjau pada model Malthus yang
diasumsikan bermla konstan perlu diimjan kembali. Dan fakta
diketabn babwa ketika ukuran populas: sudah cukup besar, laju
pertumbuhan menjadi terbatas karena keterbatasan makanan
penduduk sudah padat, kehidakeukupan sumber daya, dan fakter

Imglumgan lamnnya.

Pada 1337 Piemme-Francois WVerhulst, seorang ahl
matematika biologi Belanda, mengusulkan untuk memodifikasi
model Malthos dengan mempertimbangkan faktor kepadatan
populasi. Dengan 1tu diasumsikan bahwa populasi fidak akan
dapat bertumbuh tanpa batas, yaifu terdapat suatu jumlah
populasi maksimal katakanlah X, yang dapat ditampung
dengan baik secara berkelanjutan oleh ingkungannya.

Eonstanta & pada meodel (1.4) vang menyatakan laju
pertumbuhan populasi temnyata ndak selamanya konstan, karena
ketika populasi sudah padat maka laju pertumbuhan populasi
menjadi berkurang. Dengan demubaan dapat diasumsikan baboa
laju pertumbuban populasi berganthmg pada ukuran populasi
pada saat {. Ketika populasi membesar dan mendekati uluran
populasi maksimal maka laju & memumum. Salah satn bentuk
fungs1 sederhana yang dapat digunakan untuk mengukur laju
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pertumbuhan populasi adalah k=K -P) dengan r suatu
konstanta posiif:

Dengan mengganti & =7(K-PFP) pada model (1.4)
diperoleh

tiP— 1 LF.
= =rP(K-P). (1.5)

Model (1.5) dikenal sebagal model Verhulst dan juga disebut
sebagal model periumbuhban logistok. Model (1.5) dapat diulis
sebagal
dP
F(K -F)
Dengan mengmtegralkan kedna mas pada persamaan (1.6)
dipercleh

=rdr . (1.6)

1|:| —— | =rEr+ O, 8
k .F;'— (1.7)
dimana C menyatakan konstanta mtegrasi. Dengan melibatkan
syarat awal F, = P(f) untuk f =17, 6 maka diperoleh solusi dan
model (1.5)

LT,
.F . I:.E“ EIJE-n'.'-\!r L] -

Dan solusi mi diketabw bahwa jika waktu + membesar (dalam
jangka waktu yang lama), maka uluran populasi akan memyu
ke ukuran populasi maksimal.

P(f)= (1.8)
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Unfuk mengetahm pertumbuhan maksimal populas:,
maka model (1.5) diifferensialkan lagi terhadap wakiu 1,
diperoleh

d'P dP dr

— =tk —-2P—= —K
dr ' dt df d r{ 2P),

yvang memberkan :i‘—P—ﬂ ketika P—%.Unmk P-:% maka

e merupakan fingsi nak dan untuk _F‘,-E maka &

dt 2 dr

memupakan fungsi tunm. Hal mi bermakma bahwa mlm A
dt

maksimal terjadi pada P—% dan selanjutmya % mulal
berkurang dan akan memgu nol Nilam i—P maksimal yang
terjadi pada P— — dapat digunakan untuk mengestimasi nila
K )

Sekarang, man lata punakan data populasi RRC untuk
mengujl kesesnalan model dengan data real Dan persamaan

{1.7) dipercleh hubungan hinear antara In| ﬁJ dan ¢, Unfuk

memplot h[ﬁ} dan f, maka mla1 K perlu diestimasi. Untuk
keperluan itu, kata dapat menggunakan informasi dan data
predikst jumlah penduduk RRC vang disediakan oleh Umited
Nation pada 2010 (www. enwikapedia.org., 2013) seperi pada
Tabel 1.3.
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Tabel 1.3 Data prediks: penduduk BRC

Tahun Nilar Prediks:
2020 1.387.792.000
2030 1.393.076.000
2040 1.360.906.000
2050 1.205.604.000
2060 1.211.533.000
2070 1.125.903.000
2080 1.048.132.000
2090 084 547.000
2100 041042000

Dann Tabel 13 diperolesh mformasi bahwa jumlah
populast maksimal diprediksi tercapal pada mlai 1.393.076.000
jiwa. Dengan milal prediksi tersebut, cukup beralasan wmfuk
mengambil nilal estmasi kapasitas batas maksimal untuk
populast RRC sebesar K=1.393.000.000 jrwa. Dengan mla X

tersebut dipercleh plot antara In| ﬁl: dan waktn ¢ seperfi
pada Gambar 12 Transformasi data tersebut dilalmkan wntuk
mendapatkan hubungan hinear antara En[ L] dan waktu #.

Nila untuk ]11,'(— | juga diberikan pada Lampiran 1.
.-'
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Gambar 1.2 Plot hl ;:P

PJ versus ¢ dan regresi linear

Dan hasil regresi linear antara data IIrﬁ\]n:iﬁ.ndma
—& )

waktu ¢ |lhat persamaan (1.7), diperoleh keminngan
rK=0060, mlai C=-117770, dan koefisien determinasi

R*=0973. Dari mla vK =0,060 dan nila1 K=1.393.000.000
diperoleh mla r=430725x107".

Misalkan /. menyatakan wakm pada saat ukuran
populasa P{f) mencapa %: yaifu P{f_}—.E. Dengan mila

2

k1

tersebut, dan solusa (1.8) diperoleh ¢ =14, +%I.:{K_ it

s

s
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Dengan mensubsatusi mlai 7 =1, .y ff—ﬁ, ke
= rk I
persamaan (1 3) diperoleh solusi dalam bentuk
K
'P[r}'_l T T I:lg)
+8

Nila1 7, juga dapat dieshmasi dan regres1 limear yang dipercleh,

. -C -0 g
yaitu f, = — Dengan menggunakan f, = 3 diperoleh
f = lé?d;:;ﬂ =10628333. Dengan estimasi nilai nilsi parameter
tersebut diperoleh solusi
1.393 000 000
Fif)y= | g oo - (1.10)

Plot kurva solusi yang menyatakan nilal prediks: untuk populasi
dan plot data sebenamya diberikan pada Gambar 1.3.

1. &00uD00500 5

B 20D ) o

OSSO0 0 4

EO0 000 000 o

L) 000 D 4

4040 S0 00K -
amnmnmc-mnu’gmn:h
al [Tl L] s r=- o o= - -] o = .- —
g W O W e I B & i E =

Gambar 1.3 Plot data prediks: dan data sebenamya
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Dengan menggunakan persamaan (1.10), diperoleh mla
predikst populasi penduduk ERC sepern dibenkan pada
Lampitan 1. Dan Gambar 1.3 diketahmi bahwa mlai prediksi
populast RRC bersesualan cukup batk dengan data sebenamya.

1.4 Model dinamika populasi

Persamaan differensial atau persamaan differensi dapat
digunakan sebagal suam model matematika dalam berbagai
fenomena yang melbbatkan suatu kuantitas dimana perubahan
kuantitas 1 proporsional dengan besaran lkmantitas tersebut
pada saat sekarang  Anggaplah bahwa N{f) menyatakan jumlah

mndividu dalam suatu populasi pada walktu # dalam suatu daerah
tertentu, musalnya populasi manusia dalam suatu negara,
populast serangga pada suatu hutan, atan populasi ikan dalam
suatn danau. Misalkan pula populasi tersebut memunyal laju
kelahiran dan lajo kematian yang konstan. Dalam mterval wakia
At yang cukup kecil perubahan pada N(f) dapat dinyatakan
dalam bentuk persamaan differensi ataupun dalam bentuk
persamaan differensial.

Model perubahan wukuran populas  juga  dapat
mengakomodas: laju kelahwan dan lajuo kematian yang tdak
konstan. Model denpan wakiu tunda (fime delay) dapat juga
diperimbangkan seloranya dalam  mekamsme perubahan
populasi dipengaruli oleh wakin tunda, yaim pembahan
populasi dipengamibi oleh ukuran populas: pada beberapa walktu
sebelumnya. Model yang melibatkan wakiu munda biasanya lebih
kompleks dalam menganalisis dan memprediksi uluran populasi
pada waktu yang akan datang.

18



Odom (19533) mengklasifikasikan interaks: antara dua
spesies yang hidup bersama pada linglungan yang sama dalam
bentuk tanda dan pengaruh mteraksimya. Pengaruh spesies ke-j
pada spesies ke-i bermlal posiif (+), netral (0), dan negatif (-).
Tanda tersebut bergantung kepada apakah spesies ke-i
bertambah, tidak terpengaruh (hdak ada pengamuh pada
perubahan jumlah mdividu pada spesies ke-i), atau spesies ke-i
berkurang, yang disebabkan oleh pengaruh spesies ke
Terdapat Ima jems mteraks: antara dua spesies, yaifu
komenszalisme (+ (), amensalisme (- 0), simbiosis atau
mutualisme (+ ), kompetisi (- -), dan mangsa-pemangsa (+ -).

Dua populasi atau spesies vang ludup pada daerah yang
sama akan saling bernteraksi. Pengarub interaksi im ada yang
mengunfungkan dan ada juga yang memgikan. Sebagal contoh
populast musang dan kelinel yang lndup pada daerah yang sama
akan bennteraksi dalam bemtuk mangsa-pemangsa. Populasi
musang bertindak sebagan populasi pemangsa sementara
populasi kelincl bertindak sebagal populasi mangsa. Suatu
model mangsa-pemangsa yang dmsulkan oleh Alfred J. Lotka
(1880-1949) dan Vito Volterra (1860-1940). yang dikenal
sebagal model Lotka-Volterra, menyatakan swatu hubungan
fungsional antara perubahan ulwran populasi mangsa dan
pemangsa pada saat sekarang vang bergantung kepada ulouran
populast mangsa dan pemangsa pada saat sekarang.

Menumut Jeffnes (1989). model klasik Lotka-Volterra
yang diperluas dalam dimensi n yaitu melibatkan sebanyak n
kompartemen (populasi), dinyatakan sebagal

N =N,

Sl b ] Yo (1.11)
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dimanai=1, 2, .. n Benmk ;"if'—f:"i—h menyatakan perubahan
)

ukuran populasi NV terhadap waktu 1.

Untuk i= j, bentuk ."-.-'__{ﬂ"ﬁ"_,}l memupakan suatu yang
menguniungkan {a_? > D] atau suatu yang memgikan |a, ﬁ!}}
bagt kompartemen ke-i yang disebabkan oleh pengamuh
mteraksinya dengan kompartemen ke-j. Jika kompartemen ke-i
dan kej ndak terhbat dalam imnteraksi (ndak saling
memengaruchi), maka a, =0 dan a,6=0. Bentuk N (a.N)
diasumsikan bemnilai tak positif (a, <0), yaitu mteraksi antar
mdrvidu dalam populasi ke-i yang memupakan kompetisi anfar
mdividu dalam populasi tersebut merupakan sesuatn yang
memugikan kompartemen ke-i.

Bentuk N (b ) merupakan sesuatu yang menguntungkan
(b >0) bagi kompartemen autotrop ke-i. atau sesuatu yag
memugikan (b < 0) bagi kompartemen yang bukan autotrop. Jika
kompartemen ke-i mempakan penguran (demrifns), maka bentuk
c, N, merupakan sesuatu yang menguntungkan le. = 0) bagi
kompartemen ke-i yang disebabkan oleh kompartemen ke-j.

Selamjutnya dibenkan suatu contch model perubahan

satu populasi mangsa dan satu populasi pemangsa
% =aN, -a,NN, -aNN,

112
= (112)

dt
dimana a,. a,, a,. b, dan b, adalah konstanta posihf

= -BN, +BNN, .



Model mangsa-pemangsa (1.12) menyatakan laju
pertumbuhan populast mangsa N (f) pada saat 7 bertambah
secara proporsional dengan uloran populasi mangsa dan laju
pertumbuhannya berkurang dengan adanya interaksi antara
populas: pemangsa dan populasi mangsa vang dinyatakan oleh
a, NN, dan laju periumbuhannya juga berkurang karena adanya
mteraksi antara mdividu dalam populasi mangsa yang
dinyatakan oleh #, N N|. Sementara 1tu, laju pertumbuban
populasi pemangsa N,(f) pada saat ¢ bedowang secara
proporsional dengan ukuran populasi pemangsa dan laju
pertumbuhannya bertambah dengan adanya interaks: amtfara
populasi pemangsa dan populasi mangsa yang dinyatakan oleh
B.N.N..

Model (1.11) juga dapat digunakan untuk menyatakan
model kompetisi antara dua populasi, model simbiosis antara
dua populasi atau medel yang menggabungkan berbagal macam
jemis imteraksi. Bentuk interaks: antara populasi ke-i dan
populasi ke ditentukan oleh mlai dan koefisien g, dan g .
Jika milai a, >0 dan @, > 0. maka interaksi antara populasi ke-
i dan populasi ke-j merupakan benfuk mutualisme, yaltu kedua-
dua populasi diuntungkan karena pengaruh interaksi tersebut.
Hal 1tu ditandail dengan laju perubahan kedua populas: bermlai
positif yang bermakna bahwa kedua populasi akan bertambah
Sementara jika nilal a. <0 dan a, <0, maka interaksi antara
populas: ke-i dan populasi ke-j memipakan bentuk kompehs,
vaitu kedua-dua populasi dimugikan karena pengaruh interaksi
tersebut. Hal 1tu ditanda: dengan laju perubahan keduna populasi
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bermilar negatif yang bermalma bahwa kedua populasi akan
berkurang.

Pertimbangkan model dinamika populasi yang
melibatkan figa populas: bernibot

% - 050N, ~010N N, ~0.05N N, ~0,04N N,

% = 040N, -0,04N N, - 001NN, -0,03N. N,
% =0,02N N, +00IN.N, -0 01NN, .

Dan model dmmamika populasi di atas diketabm bahwa
a, =-0,05 dan a,, =-0.04. Hal m bermakna bahwa mteraksi
antara populasit N, dan N, bersifat kompetisi. Pengaruh dan
mteraksi tersebut mengurangl jumlah kedna populasi. Diketahm
juga babwa mlai a,=-004, @, =002, a,,=-003, dan
a,, = 0,01. Dan mla parameter model tersebut diketabm bahwa
populasi N, dan N, mempakan populasi mangsa uniuk
populasi N,. Dengan perkataan lain populasi N, merupakan
populas: pemangsa untuk populasi N, dan N, . Populasi N, dan
N, masmmp-masmng berperan sebaga populasi mangsa umtuk
populasi N, Populasi N, berperan sebagal kompetitor untuk
populais N, | demikian juga sebalikmya.
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1.5 Soal latihan

1.

It

Dengan menggunakan data pada 1950 dan 1952 pada Tabel
1.1. Estimasi mlai & pada model P{f)=Fe"™' dan
esimasi pula mlar rata-rata populasi dan 1951 sampai
dengan 1960.

seseorang melakukan mvestas: di suatn bank sebesar Bp.
10.000.000,00 dengan sistem bunga majemuk sebesar 5
persen per talim Tentukan formula yang menyatakan
jumlah mvestas: setelah seloan tabun kemudian, Tentukan
pula jumlah mvestasi yang akan diterima setelah sepuluh
tahun.

Suatu zat radicaknf melumuh dengan mengikmti formmula
N(#)=N{0)e ™, dmana N(0} menyatakan jumlah =zat
radioakiif pada saat /=0 dan A menyatakan konstanta
peluruhan. Tentukan wakin yang diperlukan zat radioaknf
tersebut untuk menjadi setengah dan jumlah awalnya.
Anggaplah balwra laju kelahiran suatu populasi adalah 150
setiap 1.000 (per tahun) dan laju kematiannya adalah 125
setiap 1 000 (per tahun), dan diketahm pula uburan populasi
pada 2010 adalah sebesar 2.000. Temtukan meodel
pertumbuhan populasi tersebut dan nilal prediksi ukuran
populasi pada 2020.

Dibenkan suatu model dinanuka populas: vang melibatkan
tiga populasi



Tentukan peran masing-masing kompartemen x,, x,, dan
x, dalam dimanika populasi tersebut.



Bab 2

Sistem Dinamik dan
Kestabilan

2.1 Sistem dinamik

Sistem dmmamuk adalah suatu cabang ilhm matematika
yvang membahas tentang evolusi suatu sistem yang mehbatkan
waktu. Sistem dinamk dapat bemupa persamaan differensial
biasa yang melibatkan wakiu yang kentinu, atan berupa suatu
persamaan differensi dimana wakiu yang terhibat dinyatakan
dalam bentuk diskmt Dh sim, kata akan menyelesailkan sistem
persamaan dalam benfuk fungsi eksplisit, kalan mmglan Tetap
untuk sistem dinamik yang cukup kompleks, penyelesaan
dalam bentuk eksplisit biasanya tidak dapat diperoleh Sistem
dmamik menskankan pemahaman tentang sifat-sifat geomem
dan trajekton (lorva selusi) dan penlakm sistem untuk jangka
waktu yang panjang.

Suatu sistem dinamuik komtinu dengan dimensi hingga
dinyatakan oleh persamaan differensial orde satu dalam bentuk
vektor

ax (i)

?'fh(.l'}.f}: (2.1)
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dimana x(f) adalah kuantitas pada saat ¢ dan vekior state
dimensi »

dan n adalah orde dan sistem.

Penyelesalan dan sistern (2.1) denpan syarat awal
x(0) =x, pada saat =+, dinyatakan oleh x{t;x,.7,) atau
kadang-kadang hanya dinyatakan sebagai x(f). Penyelesaian
dan sistem 1 disebut snatu trajekton (frajeciory) atau gerakan
{metion) atau suat lintasan (parh) atan suatu orbit. Penyelesaian
dan sistem 1m dinyatakan oleh suatu kurva di dalam mang state
dimensi n.

Sistem dimamik (2.1) disebut dalam keadaan statik
(stafionary) jka fungsi velktor [ tidak bergantung secara
eksphisit terhadap wakiu Sistem yang demikian disebut sistem
autonomus (autonomons 5ystem) yang dinyatakan oleh
persamaan

dx(f
20 - flx). %)
Suatu sistem dinanmk disebut lmear jika fungs: f linear
terhadap x. Sistem tersebut dapat ditulis sebagai

dr(r)
e J(r) x(r).



dimana J{f} adalah suatu mamks berulomran » x n yang
bergantung pada wakiu 7.

1.2 Titik keseimbangan dan kestabilan

Jika untuk setiap ¢ pada persamaan (2.2} berlakm

flx.t)=0, 2.3)
maka

Mz b J=x
untuk sebarang 7, .

Tiok x vang memenuln persamaan (2.3) disebut suatu
titik keseimbangan (equilibrium point) atan ttk knts (crifical
point) atau keadaan semmbang (eguilibrium state). Dengan
demilaan suatu selusi yang melabm ohk kesemmbangan x_ pada
suatn saat akan tetap berada pada titk tersebut untuk sehap
waktu { Solusi yang demmbian disebut selusi sehmbang

(equilibrinm soluiion) atan ftrajekton konstan (constant
frajectory) dan jika x =0, maka solusi tersebut dikatakan

solus1 nol (null solutfion).
Misalkan x adalah suatu fihk kesetmbangan dan sistem
finamil

dxlr)
— Flx(1), 1),
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flx,. )= 0 untuk setiap ©.

Definisi 1.1 Titik keseimbangan x . atau solosi keseimbangan
x{f)=x,  dikatakan stabil jika dibenkan sebaranmg ¢, dan
bilangan positif &, terdapat suatu bilangan positnf Sle, 1, )
sedemikian sehingga, jika

IJI:_, - I.-I < ¥
berlalu

bt x,. 0 )-x ] <&

untuk setiap £ =#,.

Definisi 2.2 Tink kesetmbangan x disebut konvergen vaitu
stabil secara quasi-asimptotik (gruasi-anympretically stable), jika
untuk sebarang ¢, terdapat 4 (f, ) sedemikian sehingga, jika

b, -x] <4
berlaku

.h?:.' il X )=x,
untuk setiap f, . Dengan perkataan lamn, untuk sefiap £ |, terdapat
Tl&,. x,.t,) sedemikian sehingga, jika

b -x]<a

berlaku
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It x,. ) -x | < &
untuk sehap ¢ =¢, +T .

Definisi 1.3 Tink keseimbangan x_ disebut stabil asmmptotk,
jika 1a komvergen dan stabil

Definisi 2.4 Tink keseimbangan x disebut stabil asimptotik

global, jika 1a stabil dan setiap trajektoni konvergen ke titik
kesstmbangan tersebut untuk # menuju ke tak berhingga.

1.3 Bidang fase

Selanjutnya lata akan membatasi pembahasan untuk
sistem dinamuk dengan dimens:i dua. Perimbangkan dua
persamaan differensial autonomus orde satu,

2= fey)

24
: (
~ ~8x.3)

dengan asumsi bahwa fungs: f dan g bersama-sama dengan

tunman parsial pertamanya r_lr . i £ dan i kentinu pada
ax ooy o oy
suatu daerah pada bidang xy.
Solust dan sistem (2.4) adalah suatu kurva pada bidang
Xy, yaliu sepasang persamaan parameter x = x(f) dan y = y{f},
dimana turunan pertamanya memenuin sistem (2.4). Eurva
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solusi yang memmnyal koordinat (x(f),»(f)) berubah karena
perubahan wakiu /. Bidang xy dinyatakan sebagai bidang fase
{phase plane).

Untuk suatu persamaan differensial orde dua, sebagam

1

; X dx ; 35
contoh sistem pegas m——r=-kx-c—, sistem m dapat

dt’ dt
dimyatakan dalam sistem (dua) persamaan differensial orde sam
dengan memsalkan y= ? dan dengan 1m diperoleh
T
i E : Selanjutnya peTsamaan differensial
di  dr
d’x dx — :
m—— = —kx — ¢ — dapat ditulis sebagai
dt dt dap -
e
ar?
de k& €

7 = '-;_T - ; 1
Bidang fase dan sistem mi adalah bidang x) atau sumbu x versus
dx
umbu — .
sumbu ~

2.4 Sistem persamaan differensial linear orde satu koefisien
konstan dimensi dua

Pada bagian ini, akan dibahas sistem persamaan
differensial limear homogen dengan dua persamaan orde safu
koefisien konstan,
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= 4,X +d,) (2.5.a)

=@ X+d,y , (2.50b)

=2 2|

dimana a,, a,, a,.dan a, adalah suatu konstanta. Sistem (2.5)
dapat dinyatakan dalam bentuk matnks

v=| 1] dan A v[ﬂ' ﬂlJ_
WY a; 4,

Jika det(d) =0, maka sam-satumya fink keseimbangan dan
sistem (2.5) adalah tink (0,0). Sistem seperti pada persamaan
(2.5) menank unfuk dianahsis penlalu solusi di selatar fink
keseimbangan (0, 0) karena ada berbagai jemis perilaku solusi di
selatar tink tersebut. Untuk menganabsis penlalm solusi di
selatar titik kesemmbangan tersebut, disim akan dipunakan dua
metode, yaltu metode eliminasi dan metode matnks.

1.4.1 Metode eliminasi

Jika a, =0 maka v dapat dielminasi dan persamaan
(2.5.a) dengan menggunakan mla x dan persamaan (2.5.b),
yarm

L i )
g a, df ﬂ_a"' T
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Dengan dasar m, metode m dikatakan sebagai metode
elimmasi. Sistem persamaan direduksi menjadi satu persamaan
differensial orde dua. Dan persamaan (2.6} diperoleh

dc 1d°y a

di a,d’ a, d

Dengan mensubstitusi kedua persamaan &1 atas ke dalam
persamaan (2_5.a) diperoleh

Tay sl epdy

d d

a, df* a, df a, dt a, yray,
dan selanjuinya diperoleh

d’y dy

ﬁ - (&, --.:'I_.:I—f-f-‘; r(aa, —aua,)y =0.

Persamaan differensial orde dua tersebut depgan mmdah
diselesaikan karena 1a menmmyail koefisien konstan.

Misalkan y =¢" adalah solusi persamaan differsnsial
orde dua tersebut, maka diperoleh

rie” —(a,+a e’ +(aa, —a.a)e” =0

Karena & #0, maka diperoleh persamaan polinomial
karaktenistik

fry=r-(a +a+(aa,-a.a,),
yang mennmyal akar-akar

_— {a, + ﬂ_,):t-‘f{a, } al}: -4(aa, -a.a,)
1,2 3 -

2.7)

7.



Dengan demilaan diperoleh solus

y=cg" +c.8™,
dengan ¢, dan ¢, menyatakan konstanta mtegrasi yang
bersesualan dengan syarat awal.

Dengan mendifferensialkan satu kali terhadap ¢ diperoleh
% =g ne" +¢,ne” dan bersama-sama dengan penyelesaian

¥} =ce" +c.e™ disubstitusikan ke dalam persamaan (2.5.b),
diperoleh

che" +eneY =ax v oA +o,a8"

dan seterusnya diperoleh

n—-d, . r—-a
W)= 1—2eV v, Z—2g" .

i, a,

Dengan demikian diperoleh solusi dan sistem persamaan (2.3)
sebagal

yf)=ce" +c.e”
_ - 28
) =¢ L% gr c 2= g Sl
a a

) L]

Dalam kasus a,=0, maka persamaan (2.53b) dapat
diselesaikan langsung dan dipercleh solusi wntuk y, yaitu
¥(f)=c,g" . Dengan itu x dapat diselesailkan dari persamaan
(2.5.a), yaitu

B e i
W=ceg” +——g Jikaa, =a
a, —d,
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atan

¥Wy=ce” +actre Jikaa =a,.

2.4.2 Metode sistem dengan teori matriks

Metode lam yang dapat digunakan untuk menyelesaikan
sistem persamaan differensial linear koefisien konstan adalah
dengan menyatakan sistem persamaan dalam benfuk matnks dan
vektor. Sistem persamaan differensial (2.3) dmyatakan dalam
bentuk matnks sebaga benkut

d{x\ [a ﬂﬂ‘-fr“- .
— = - 20
i)l =l e
atau dalam bentuk
%-—rh:.
dimana
ﬁ-.—rI] dan A—[ﬂ' ”1]_
'k..\- 'a'l ﬂ--I.-

Metode mm mennmyal kelebihan tersendm yaitu dapat dengan
mudah diperumum untuk sistem persamaan differensial yang
melibatkan lebih banyak persamaan.
Solust dan persamaaan (2.9) dapat dimyatakan dalam
bentuk eksponensial
"'“. %
[xm -.[I" & (2.10)
¥} \y)
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yang ekavalen dengan
V=V ,

X

dimanaw’u.—l

adalah vektor konstan yang akan ditentukan
J-I:l ’
Dengan mensubstitusikan persamaan (2_10) ke dalam persamaan
{2.9) diperoleh

@ o)®) (%) o
ﬂ'l ﬂa .]'Iu h .]'III ¥
yang ekivalen dengan
AV, =i, .

Penyelesalan nonmmvial dan persamaan (2.11), vaitu v, =0,
wujud hanya untuk mlai r tertentu, yang disebut sebagal mla
eigen dan matmks 4. Persamaan (2.11) dapat dimbs sebagm
sistem homogen

A = )EH0) o
& a=rily) \0

Fha

atan
(A=rI)¥, =0,
dimana I adalah matnks 1dentitas.

Dan aljabar hinear diketahui bahwa terdapat suatu solusi
noninivial wnfuk sistem persamaan lmear homogen jika dan
hanya jika determmnan dan matniks keefisiennya sama dengan
nol, yaitu
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|=0 (2.13)

atau
|4-rl|=0.
Dengan menyelesaikan persamaan (2.13) diperoleh
(@, —ria, -rl-a.a, =0.
Persamaan im menghasilkan dua akar, yaitu

. (a, +a,)tfla +a,) - Haa, -a.a)
1,1 -J H

(2.14)

Hasil vang diperoleh sama dengan hasil yang diperoleh dengan
menggunakan metode elminas.
Jika mlai akar-akar (nilai eigen) memnmyal milai yang

berbeda, maka nilai nontrivial ¥, _{ % | bersesuaian dengan
r.ll-'...'

masing-masing nilal eigen harus ditentukan. Velktor m disebut

vektor eigen yang bersesualan dengan masing-masing milal

e1gen. Jika suatu milai eigen vang ditandai sebagal r, dan vektor

eigen vang bersesualan dengan nilal eigen r adalah v, .—| 4 ]:
i
maka penyelesalannya dibenkan oleh

WY (Y,
= 15
[J‘E?}J Z'CJ ;F S

vang elavalen dengan
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V= Zqﬁle’ ¥4
=l

dimana ¢; adalah konstanta sebarang.

Contoh 2.1 Misalkan dibenkan sistem persamaan differensial
berikut

dx
dt 11
& | (2.16)

15:[;“ dan .a:[; i]

Eita perimbangkan solusimmya dalam bentuk + =+, " atau

[?ﬂiﬂ‘ B "J&-] -
¥(1), LJ'.: '

Dengan mensubstitusikan solusi tersebut peroleh

(S GH) o

Untuk solus: nonfrival dan persamaan matnks (2.17) diketahum
bahwa
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yang menghasilkan r’ +3r+2=0 dengan nilai eigen r=-1
dan r=-2.

Unfuk mla1 eigen r=-1. Dengan mensubstimsikan
r = -1 pada persamaan (2_17) diperoleh
2, =2y, =0

3x, =3y, =0

Eedua persamaan im salng bergantung. Dan  persamaan
tersebut (salah satumya boleh digunakam), diperoleh x, =y, .
Dengan demikian diperoleh vektor e1gen

(2)=(2)-x(3]
= =X, . |-

.Tll Ll -M.T,, A 1.-'

Dismni, vektor eigennya adalah sebarang kelipatan dan vektor

b

1
konstan {IJ Hal mi lazim wntuk memperkenalkan ¢, sebagm

sebarang konstanta yang bersesualan dengan mla eigen r=-1.
Dengan demiknan penyelesaian dan sistem (2 16) adalah

N s
[I{!’] =g, | I]-E
vy} Al
Untuk nilai eigen »=-2. Dengan mensubstitusikan
r=-2 pada persamaan (2.17) diperoleh
3x, =2y, =0
Sx, =2y, =00

Vektor eigen vang bersesualan dengan mlai eigen r = -2 adalah
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N f(26) = (2
[J'n ,-| - ELEI-.- | E[3]

Vektor elgennya adalah sebarang kelipatan dan vektor konstan

X
[ ] dan penyelesatan dan sistem (2.16) adalah

3
(o))

E F

Fi

Dengan demukian penyelesalan umum dan persamaan (2.16)

adalah
[:rm] (L. ?1 .
rr,l 8+ g,
yn) AL [3,

vang ekavalen dengan

xty=ce’ +2cg™

¥ =ce" +3ec,8”,
dimana ¢, dan ¢, adalah konstanta sebarang.

Dan Contoh 2.1 diperoleh dua mlai eigen yang real
negatif dan berbeda, dalam kasus vang lamm nmunglon diperoleh
nilai eigen yang real positif dan berbeda ataupun bilangan
kompleks.

Contoh 2.2 Perimbangkan sistem persamaan differensial

E =2x-2y
daf '
E =Sx—-4y.
dar
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Pertimbangkan bahwa solusi dan sistem di atas memunya

bentuk
WY (7).,
[J-mJ'Gn]E |

Dengan mensubstitusikan solusi tersebut peroleh

2-r -2 \(x, ) 0
[ 3 _4_";[.]":.].[{']- (2.18)

Dan persamaan (2_18) diperoleh polinomial karaktenistik

atau v~ +2r + 2 = 0 yang memberikan nilai eigen r = -1+i dan
re-—1=i.

Veltor eigen yang bersesuman dengan mlai eigen
r=-1+7i memenul kedua persamaan
(3—i)x, =2y, =10
Sx, +(=3-i)y,=0.

Eedua persamaan tersebmt salng bergantung. Vektor eigen
dapat ditulis sebaga

Jﬂ."_l 2x, _Iﬂ' 2 '|
) 200-0x) 213-i)

Unfuk milai eigen r = -1-1, karena mla e1gen i adalah
konyugat dan nilal eigen r=-1+7, maka vektor eigennya juga
merupakan konyugat dan vektor eigen yang bersesuaian dengan
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nilai r = ~1+1. Dengan demikian vektor eigen yang bersesualan
dengan mlai e1gen r=-1-7 dapat ditulis sebaga

Dalam hal i, diperoleh solusi umum

SR P el P

h J

dimana ¢, dan ¢, adalah konstanta kompleks sebarang.
Dengan menggunakan formula Euler

e = cos(ax) + isinfm)
g™ = cos(m) — i sm{ax) .

maka solusi di atas dapat ditulis sebagan
x(f) = 2e~*[¢, (cos(f) + i sim(r)) + ¢, (cos(r) - ismr)]
¥ty =¢"'[3~i)e (coslt) +isin(f)) + (3 +1)c, (coslt) —isin(7))]

Dengan memisalkan « =¢, +¢, dan f§ =ilc, —¢,) . maka solusi
di atas dapat dituliskan dalam bentuk sederhana

() =2e” [nr cost + ﬁsinr]

yifi=e '[{3.-1' - Feost + (35 + &'}S-j.ﬂf] 3
dimana ¢ dan / adalah konstanta sebarang.
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1.5 Kestabilan titik keseimbangan sistem dimensi dua

Penlakn frajekion &1 selatar ik keseimbangan yang
dinyatakan oleh sistem persamaan differensial dengan koefisien
konstan

E_ﬁx'kﬂ !
dlr | :.]'
% = @.X I'H;I}'

telah dibahas pada bagian sebelumnya. Penyelesaian dan sistem
persamaan differensial tersebut memmat kombinasi linear dan
eksponensial ¢” , dimana

o (g, +a)t .,il[l_'n_ +a,) -4Haa, -aa,)
7

merupakan akar-akar dan polinomual karaktenshl Akar-
akarmya real dan tidak sama jika (g, +a,) -4(aa, -a.a,) >0,
akar-akamya real dan sama jika (@, +a,) -4(aa, -a.a,)=0,
sementara jika (g +a.) -4aa, -a.a,)<0 maka dipercleh
dua akar kompleks yang saling konyugat dengan yang lamnya.

Disini kita akan membahas kestabilan dan tink
keseimbangan (0, 0) dan sistem persamaan differensial di atas.
Untuk 1 kata harus membahas bagammana penlalu trajekion
untuk waktu ¢ membesar tanpa batas, yartu pada saat f menuju
ke tak berhmgga Penlakn trajeldton dapat diketabm demgan
memperhatikan tanda (bermlai pesitif. nol, atau negatif) dan
bagian real kedua akar-akar dan pohinomial karaktenstik.



Teorema 2.1 (Willems, 1970). Titik keseimbangan (0,0} dan
sistemn persamaan differensial hnear (2.3) adalah stabil jika
semua bagian real dan mla eigen matnks 4 tidak positif dan
stabil asimptotik jika semua bagian real dan nilal eigen matnks
A bemlal neganf Titik keseimbangan (0,0) tidak stabil jika
terdapat nilai eigen dan matnks A memunyal bagian real yang
posiaf:

Misalkan
pP=a +da,,
q =aa, —a.a,, dan
A=(a +a) -Hana, -aa)=p -iq.

Dengan menggunakan pemisalan di atas, kata memperoleh
hubungan akar-akar polinomial denpan kondisi kestabilan
berkut.

Tabel 2.1 Jems-jems akar untuk dua persamaan

Alkar-akar EKondisi
(1) real dan berbeda A0
(2) real dan sama A=0
(3} kompleks konyugat A<

Detail untuk semoua jems-jems akar lebih langut dibenkan pada
Tabel 2.2 berikmt.
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Tabel 2.2 Jenis-jems akar dan kestabilan

Akar-akar Kestabilan
(1). Akar-akar real dan berbeda (A = 0)
A. sama tanda (g > 0)
(a) keduanya positif (p > 0) Tidak stabil
(b) keduanya negatif (p < 0) Stabil
B. berbeda tanda (g < 0) Tidak stabil
C. satu akamya bermlal nel (g =0)
Tidak stabl

(a) akar yang lam posinf (p > 0)
(b} akar yang lain negatif (p < 0)

Stabhil Neutral

(2). Alcar-akar real dan sama (A =0)

A. sama tanda (g > 0)

(a) keduamya posiif (p =0} Tidak stabal
(b) keduanya negatif ( p < 0) Stabil
B. keduanya sama dengan nol Tidak stabil
(p=0) aljabar
(3). Akar-akar kompleks (A < 0)
A bagian real sama tanda
(a) keduanya posinf (p=0) Tidak stabal
Stabil

(b} keduanya negahf (p <0)

B. bagian real sama dengan nol
(p=0)

Stahil Neutral




2.6 Solusi kualitatif sistem persamaan differensial linear

Pada bagian m, solusi sistem persamaan differensial
linear homogen dengan koefisien konstan akan dianalisis secara
kmalitatnf. Penlaku solusi di selatar fink kesemmbangan sistem
menjadi menank diperhatkan untuk menentukan jems
kestabilan titik kesermbangan sistem.

Teorema 2.2 (Burton 1985). Solusi sistem persamaan
differensial linear koefisien konstan ﬁ? = Ax, x(0) =, , dengan
d

A suatn matmks vyang dapat didiagonahisasi, adalah
x(t)=e*x, = Pe' P 'x,, dimana P=(v,,v,,---, v, adalah suatu
maimks yang kolom-kolommya merupakan vektor eigen dan
matriks 4 dan P 'AP=diagl4.4,,--. A, ), 4 merupakan nilai
eigen dan matrks 4.

Mereduksi suatu sistem differensial linear koefisien
konstan ke dalam bentuk kanomik Jordan merupakan salah satu
metode unfuk mendapatkan selusi dengan mudah Metode i
sering  digunakan dalam menganalisis  kestabilan otk
kesermbangan sistem linear. Dengan menggmakan transformasi
x = Py , sistem

B e (2.10)
di
ditransformasi ke dalam bentuk
X _ pdy
2 PEE APy iy
= =P =Aly, yO)=y,
D _papy=Jy, 10 =3, @.11)
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Solusi dan  sistem %—.}1 dengan (0)=1, adalah

E

) =¢"y,, dimana -e'r'—.Ir.-{H‘—i-:—_;-::T---. teR. Sistem

(2.10) dan sistem (2.11) ekavalen secara topolegi. Dengan
demulian anahsis untuk kedua sistem tersebut adalah serupa,
hanvya ada perobahan pada sistem koordinat.

Bl harcres: e s sl %—A: Enakian
dalam bentuk

a3

= a.x, +d,Xx,

(2.12)

&

)
ayX, + d,X,

%

Misalkan 2 dan A, adalah mla eipen dan matnks 4. Dengan
menggunakan transformasi x¥=Fy, maka sistem (2.12)

menjad % =P'APy = Jv dengan J adalah bentuk kanonik

Jordan yang dapat berbentuk

‘A 0)
5 ‘Iir_— i
@ 0 i

v
@ J=[7 7| jika 4 dan . real dan sama,
b 1.

k_”ﬁ ﬂ-jﬂm R

,Jika 4 dan A, real dan berbeda,

r

() J=

Selanjuitnya anahsis kestabilan titik kessmmbangan model (2.12)
ditinjan dalam beberapa kasus.
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Kasus 1 Nilai eigen A, dan A, adalah real
Kasus 1.a Nilai eigen 4 = 4, .
Kasus 1.b Nilai eigen 4 = 4,

Perhatikan bahwa jika det{4-AJ)=0 maka rank dan
mairiks (4 - A1) bermla nol atau bermlal sam.

Kasus 1.b.i Rank matniks (4 - AJ) adalah nol.
Kasus 1.b.ii Rank matnks (4 - 4 ) adalah satu

Kasus 2 Nila1 eigen adalah kompleks konyugat.

Pada Kasus 1.a, sistem dalam bentuk kanomk Jordan
memupakan sistem dengan dua persamaan differensial yang
saling bebas. Dengan demildan solusinya adalah x,(f) =ce™
dan ¢,(f) = c.e* . Kedua solusi akan menuju ke nol jika 4 <0
dan A, <0, tetapt solusi akan menuu ke tak berhinpgga jika
A >0 dan 4, =0. Dalam kasus kedua mlai eigen bermlai
positif dan berbeda atan kedua mlai eigen bemilai negatif dan
berbeda, maka titik keseimbangan (0,0) disebut suatu node

(node tidak sejati) untuk sistem. Jika A <2, <0 maka solusi
x,(t) lebih cepat memyu ke nol dibandingkan dengan solusi
x,(r), demikian juga sebalilmya.
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Contoh 2.3 Tmjan sistem persamaan differensial

i,
-;f}u—r,—lx!
Eﬁ—ix, ~dx,

Dan sistem tersebut diperoleh milai e1gen 4, =-1 dan 4, =-2.
Veltor e1gen yang bersesualan dengan mlai eigen i =-1 dan
1 2
A, ==2  berturat-turut  adalah v, -[1| damn Vv, -[3].
WA
1 2 (=1 0
dan J= :
1.1 3] |'q. u -2]
Dengan menggunakan transformasi x = Py, yailu x, = 3, + 2y,
dan x, = y, + 3y, , sistem semula menjadi

Selanjutnya diperoleh matmks P =

.
0 o
ﬁ— -2y
dar ’

Plot kurva solusi di selatar tnk  keseimbangan
(x,,x.1=1{0,0) bagi sistem semula dengan nilai awal (-4, 10),
(0,10), (5,10), (10,10), (~10,-10), (-5.-10), (0.-10), dan
(4. -10) diberikan pada Gambar 21 Sementara plot kurva
sobusi i sekitar titik keseimbangan (v,. v, )= (0, 0) untuk sistem
dalam bentuk kanomk Jordan dengan mla awal vyang
bersesumian dengan sistem semmla  (-32,14), (-20,10),
(-5,5), (10,0), (-10,0), (5,-3), (20,-10), dan (32,-14)
diberikan pada Gambar 2.2.
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Gambar 2.1 Plot kurva solusi di selatar itk kesemmbangan

(x,,x,)= (0, 0)

...rF...,.J...,.l......-. ....-_ _,.u. .'

o _...,__.,.,___..__......

ol i o e "l g

P S R R N VLSS

Gambar 2.2 Plot kurva solusi di sekatar ntik keseimbangan

}=10,0)

=¥

Y
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Gambar 2.1 dan 2.2 membenkan mformasi yang sama
secara kuabitanf bahwa kurva trajelkton di selotar ook
keseimbangan (0, 0) akan memuju ke titik keseimbangan (0,0)
untuk + memuyju ke tak berhingga. Titik keseimbangan (0,0)
memupakan suatn node (node tidak sejati) vang stabil. Trajekton
pada Gambar 2.2, mengalami perubahan bentuk akibat dam
transformasi koordinat, dari (x,, x, ) menjadi (v, ¥, )

Contoh 2.4 Perimbangkan sistem dmanuk linear
-
ﬂTf J' 1

%:' = _2.1":

(i) dan

=t=1y,

ol
{mﬁ

I:FF a1

Sistermn (1) menwmyal mlan eigen A, =-1 dan A, =-2,
sementara sistem (11) memunyai nilal eigen 4 =2 dan A, =1.
Titik keseimbangan (0,0) untuk sistem (i) merupakan node
(node fidak sejaf) dam stabil, sementara tiik keseimbangan
(0,0) untuk sistem (i) Juga merupakan suatu node (node tidak
sejat) tetapi tidak stabil Plot burva solusi di selatar tnk
keseimbangan (0,0) diberikan pada Gambar 2.3 dan Gambar
24
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Gambar 2.3 Titik keseimbangan (0, 0) yang stabil dan

merupakan suatu nods

seimbangan (0, 0) yang tidak stabil
dan mempakan suatu node

Gambar 2.4 Tinkke
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Contoh 2.5 Timjan sistem dinamik linear

1

1= ix,
3 =h+3
—2=3x+x,

Dan sistem tersebut diperoleh mlai eigen 4 =-2 dan 4, =4.
Sistem tersebut memipakan contoh Kasus 1.a. dengan milai e1gen
real dan berbeda tanda. Vektor eigen yang bersesuaian dengan
[ 1%
nilai eigen A = -2 dan A4, =4 berturut-turat adalah v, —.L : |
A
( 1" ; . : (=1 1
dan v, _'ll' Selanjutmya diperoleh matriks P—l 11 dan
N, /

(-2 0
J'-I 0 4|. Dengan mengpunakan transformasi x =Py,
L% i
vaitu x; = =) + ¥; dan x; = 3, + ¥, sistem semula menjadi
d.]l
. BENEE BT
I:IT.F .-.!'I
dy,
== =4y, .
P

Eurva solusi di  selatar ik kesemmbangan
(x,.x,)=10,0) bagi sistem semula dengan beberapa nilai awal
diberikan pada Gambar 2.5 Sementara plot korva solusi di
sekitar titik keseimbangan (),..)=1(0.0) untuk sistem dalam
bentuk kanonik Jordan dengan beberapa milai awal dibenkan
pada Gambar 2.6.
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Gambar 2.5 Plot kurva solusi di selatar itk keseimbangan

|:_I_.,.l'3 ] _'.u-' ﬂ}

Gambar 2.6 Plot kurva solusi di selatar itk kesemmbangan

(0,0)

1}_

12

|:..T

53



Gambar 2.5 dan 2.6 membenkan mformasi yang sama
secara kuabtatif bahwa kurva trajelkton di selotar ook
keseimbangan (0, 0) terdapat dua trajektori yvang menuju ke titik
keseimbangan (0, 0) untuk ¢ memuju ke tak berhingga dan
terdapat dua trajektori yang memuyju ke titik keseimbangan (0, 0)
untuk f memuju ke negatf tak berhingga Sementara trajekton
yang lainnya tidak akan menuju ke titlk keseimbangan (0,0).
Titik keseimbangan (0,0) merupakan pelana (saddle point),
titik yvang fidak stabil.

Untuk sistem yang memenuhi Kasus 1.b, sistem dalam

bentuk kanomk Jordan dengan mlai eigen real dan sama
dimyatakan dalam bentuk

dy,
1 __-'1 [ r
& Fy * 1

dy;

dt
Solusi dari  sistem tersebut adalah  y, = y.(0)¢” dan
¥, = (3 (0)+y,(0))e”. Trajektori yang melalni 6ok
(7,00).3,(0))=(0,0) pada saat +=0 akan memuju ke titik
(0, 0) untuk + memaju ke tak berhingga jika £ < 0 dan trajekton
akan memjauh dan titik {0, 0) untuk f menupa ke tak berhingga
jika A=0.Jka y,(0) =0 dan y > 0, maka

:.T_' = J.I{.ﬂ} + J";{ﬂ'l‘f - J'-.EU}
Yz ¥:(0) ¥,(0)

A,

+
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akan memuju ke tak berhingga jika / menuju ke tak berhingza.
Jika 3,(0) =0 dan » >0, maka 5 akan memuju ke negatif tak

o2

berhmgga jika ¢ menuu ke negatnf tak berhmgga Dan kedua

- : v, (0) ] |
solusi di lzh hubun L |y,
PeTo gan v, [,]'.':D:"*."'-_Em?f L
Unfuk 2 =-05 dan y =0 diperoleh rank(d- ) =0,
KEasus 1.ba Plot trajekton i selatar itk keseimbangan (0,0)
diberikan pada Gambar 2.7.

Gambar 2.7 Titik kesemmbangan (y,, v, )= (0.0) yang stabil
dan memupakan node sejat
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Dan Gambar 2.7 diketabm bahwa semua trajekion
memuyju ke titik keseimbangan (0, 0) dengan kemirnngan kurva
solust adalah 20 untuk semua milai 7 .

»(0)

Untuk i=05 dan y =1, diperoleh remk(4d-Al)=1,
Kasus 1 b.ii Plot trajekton di sekatar titik keseimbangan (0, 0)
diberikan pada Gambar 2.8.

Gambar 2.8 Titk kesemmbangan (v,,v.)=1(0.0) yang
tidak stabil dan memipakan node tidak sejan

Dann Gambar 28 diketalnni bahwa semua trajekton
seolah-olah berasal dan titk keseimbangan (0.0} dengan
keminmgan kurvanya menuju nol untuk f menuju ke negatif tak
berhmgza.

Pada Kasus 2. trajektonn yang diperoleh dan sistem
merupakan suatu spiral atau suatu lintasan tertutup penodik
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{lmgkaran atau elips) jika mlal eigen yang diperoleh dan sistem
persamaan differensial (2.12) adalah kompleks konyugat. Suatu
contoh sederhana sistem yang memunyal akar-akar kompleks
konyugat adalah

= =a,x, +d,X,
o a.x, + @, x
ﬂT.I' b Sl | | e 4

Akar-akar dan  polinomial  karaktenstlmya, — yaitu
(a, - A) +a, =0,adalah A =a +ia,.

Bentuk persamaan differensial tersebut mengisyaratkan
lata untuk membawanya ke dalam bentuk koordinat polar (r, &)

dengan J"J—.{Jq:-r-x::] dan tan@=-:. Karena x, dan x,

X
berganfung kepada f maka r dan # juga bergantung kepada 1.
Selanjutnya dengan mendifferensialkan kedua mas dan

r* =|x +x,| terhadap ¢ diperoleh

dr dx
erT 2x, EH 2x,

£x;
=
: o,
Dengan  mengingat  bahwa = = AN 68X dan

% = —d,X, + X, , diperoleh

dr 55 .
r =% (a,x, +8,%, ) + X, (~a,x, +a,x,) = :z,{x_' P Xy }— ar-.

Dan persamaan terakhir diperoleh % =gr dengan solusi
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) =re".

Dengan mendifferensialkan kedua ruas dan tan i = 22
X

terhadap ¢ diperoleh
- i

X, :
Xy =
i
2
X

sec’ {?% =—dt _dt
Selanjuinya dipercleh
a8 x(-ax +ax,)-x(ax +a,x)

2 E:l 5
320 ﬂ‘f‘ II_

3 il 5
35 —ﬂl{r,' + x!'}l_ -a;r

= =, sec”

) X
) : dd . i
Dengan demukaan diperoleh i -#, yang memmmyal solusi

II:”:F:I - _E:F + I'-:'Iu- Dan kedua solusi i'{f} L F:JEJ'I i
ﬂ':?} - "ﬂ:t T I'::III, dJ-P‘E'IQI.Eh ]l'llb'l.'lﬂg.m r=re iy (W, I

Kurva p=pe' =" disebut spiral eksponensial
(exponential spiral) untuk & =0. Jika a, =0, maka diperoleh

burva tertutup yang berbentuk lingkaran Hal mi fidak
mengherankan karena pka 4, =0, maka diperoleh akar-akar

kompleks murm, yaitu +ie,, yang mana penyelesalan x, dan x,
menunjikkan suatu gerak harmonik dengan frekuens: a, .

Dengan memperhatikan solust  r{f)=re” dan
) =—a,f + &, maka mlan g menentukan jarak trajekton
dengan itk (0,0) dan milai o, menyatakan arah gerak
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trajektont. Benkut diberikan beberapa kondisi yang mungln
terjadi.

{0

(i)

(1)

{iv)

v)

{v1)

Jika g, >0 dan a, >0, maka trajekton bergerak secara
spiral keluar dan searah jarom jam. Titk keseimbangan
{0, 0) tidak stabil.

Jika a, >0 dan a, <0, maka trajekton bergerak secara
spiral keluar dan berlawanan arah jarum jam  Titk
keseimbangan (0, 0) tidak stabil.

Jika 4, <0 dan a, >0, maka trajekton bergerak secara
spiral masuk dan searah jamum jam. Titk keseimbangan
{0, 0) stabil asmmptotik.

Jika a, <0 dan a, <0, maka trajekton bergerak secara
spiral masuk dan berlawanan arah jarum jam Tink
keseimbangan (0, 0) stabil asimptotik.

Jika 0, =0 dan @,>0, maka trajekton berbentuk
lingkaran dan searah dengan arah jarum jam. Tihk
keseimbangan (0, 0) stabal.

Jika 4, =0 dan a, <0, maka trajekton berbentuk
lingkaran dan berawanan arah jarum jam. Tibk
keseimbangan (0, 0) stabil

Benkut dibenkan beberapa plot kurva trajekton di selatar tink
keseimbangan (0. 0) untuk beberapa kasus.
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Gambar 2.11 Kasus a, =0 dan a, >0

1.5 Linearisasi sistem di sekitar tifik keseimbangan

Pertimbangkan sistem persamaan differensial autonomus
nonlmear dimensi dua

21y
G (2.20)
ok g(x,»)

yang mennmyal fiik kesetmbangan (x , v, ), yaitu memenuh
flx.,y)=0 dan g(x, y)=0 Untuk menpanalisis
kestabilan titik kesemmbangan (x_, 3. ). kata lanjutkan dengan
memenksa apa yang terjadi pada kurva solusi (x(1). y()) jika
kurva solusi tersebut pada awalnya sangat dekat dengan tink
kesermbangan (x_,y ). Proses m biasa disebut analisis
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kestabilan linear atan lmeansasi sistem di selatar obk
kesermbangan  Misalkan
() =x_+£X(f)
yif)=y +&¥({{)
dimana £ adalah suatu bilangan posinf kecil. Nilm 2Y(f) dan
c¥(f) dapat dinvatakan sebagal mlal pergeseran (displacement)
x(f) dan y(f) dan nbk keseimbangan (x  y ). Dengan

mensubstitusi persamaan (2.21) ke dalam persamaan (2.20)
diperoleh

(2.21)

ax : v
g = flx_ +eX(t), y. +5F(1))

i % = g{.rl + X (1), 3. + £F ().

Dengan mengenakan ekspansi deret Taylor pada fungsi dua
vanabel di atas di selatar tik keseimbangan (x_, v ) diperoleh

e = o)+ X Lix )+ ¥ Lix, )+ 066
dt o oy

”g =g(x,.p.)+ &EE—EEI RS E, a‘FE;gEr ¥ )+ O™
I::1!' o L t?_l' L f-_jl o

Dengan asumsi bahwa nilai £ cukup kecil maka bentuk O(s")
nilainya menjadi lebih kecil lagi. Dengan pertimbangan tersebut,
bentuk ((s’) dapat diabaikan Selanjuinya, karena tink
kesermbangan  (x ., y.) mememuln flx,y)}=0 dan
g(x_,».) =0, maka bentuk terakhir dapat ditulis sebagai



dX i o oede o
= .A"ﬂr (x.y.)+ I"Ej_ (x..%.)
df _.og . og .
fﬁ- .A. I-_*I I:-rl.q I]-..:I"| Ilr'r_!.‘ I:I.-" .}r}

Sistem persamaan differensial lmear di atas dapat dimubis dalam
bentuk matnks

(dxy (& &) _
E e [I
| dY | | dg i ¥
Vit L& el

yvang memunyal titk keseimbangan (0, 0) . Mamks

(& &)
ox oy
|8 g
Lox vy
disebut juga matriks Jacobl

Sekarang periombangkan kembali sistem dimens 2

—=ax+a,y
at 222)
dengan asumsi bahwa aa, —a.a, #0. Dengan asumsi tersebut
maka titik (0,0) merupakan satu-satunya titik keseimbangan
untuk sistem (2.22). Anggaplah bahwa sistem (2.22) adalah
sistem persamaan differensial linear vang berpadanan dengan
sistem persamaan differensial nonlinear (2.20) dengan fitik
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kessimbangan (x_, y ). Selanjutmya analisis kestabilan titk
kesermbangan (x_, v, ) untuk sistem nonlmear (2.20) dibenkan
dalam teorema benkut.

Teorema 2.3 (Boyce dan DhPnima, 1992). Misalkan r, dan r,
adalah mlai elgen dan sistem linear (222) yang bersesualan
dengan sistem nonlmear (2.20). Maka tipe dan kestabilan tink
keseimbangan (0,0) dari sistem linear (2.22) dan tink
keseimbangan (x_, y ) dan sistem nonlinear (2.20) dibenkan
pada Tabel 2.3,

Table 2.3 Sifat-sifat kestabilan pada sistem lnear dan nonlinear

Nila1 elgen Sistem Linear Sistem Nonlinear
r, dan r, Tipe | Kestabilan | Tipe | Kestabilan
po=r =0 IN | Tidak Stabil | IN | Tidak Stahal
Stabil - Stabil
<r,<0 . ; . :
ASERE m Asmmptotik H Asimptotik
rn<l<r SP | Tidak Stabil | SP | Tidak Stabil
o .
r=r >0 | atan | Tidak Stabil " | Tadak Stabil
™ atau
SpP
n=r.<0 | py Stabil PN, Stabil
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atau | Asmptotik | IN, | Asmptobk

N atau
SpP
h.h=ptio
p>0 SpP | Tidak Stabal | 5pP | Tidak Stahul
Stabil Stabil
0
e ot Asimptotik ok Asimptotik
C
p=0 C Stabul atan | Tak Tenm
SpP

IN, Node fidak sejati; PN, Node sejati; SP, Titnk Pelana; SpP.
Spiral; C, Pusat

Secara esensial, Teorema 2.3 menyatakan bahwa untuk
suatn gangguan yang kecil, mla bentuk nonlmear juga kecil dan
tidak memengarmhi kestabilan dan tipe dan tink kesemmbangan
sebagaimana ditentukan oleh bentuk hnear kecuall dalam dua
kasus yaitw, (1) r, dan r, adalah bilangan kompleks murm dan

(2) r, dan r, real dan bermlai sama. Analisis kestabilan lokal
untuk tink kesemmbangan (x_,y. ) dan sistem nonlinear
ekavalen dengan analisis  kestabilan tnk kesemmbangan
(0, 0)yang tensolasi uniuk sistem lmear.
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1.8 Uji kestabilan Hurwitz

Pada bagian mm, suau metode diperimbangkan unfuk
mengujl kestabilan titik keseimbangan dan sistem dinanuk
linear dengan koefisien konstan,

A (2.23)
dt

dengan r adalah matriks berukuran # x I dan 4 adalah mamks
berukuran 7 x n.

Dan teorema dasar aljabar menyatakan bahwa suatu
polmomuial
fO)=r"+p r'++pr+pr+p,
dengan p,. p.. P>. . P, adalah konstanta real, memumyal n
akar, x.r,--,.r,. Masing-masing akar bemilai real atau
mmgkn bernilal kompleks yang memenuln f{r) =0, wmtk
=12, ---,n.Dengan perkataan lam berlakm
fy=lr=r)r-r)-lr-r).
Nila1 eigen dan matnks 4 mempakan akar-akar dan polmomial
1.
Upn kestabilan Hurmitz unfuk abk  keseimbangan
@ =10,0,..-,0) pada sistem (2.23) tidak melibatkan perhittmgan

nilai eigen dan matnks 4. Ujl kestabilan Hurwitz menguji
determunan dan matmks H yvang disebut matnks Hurwitz.

Entry-entry matnks Hurwitz milammya hanya memuat 0,
1, B,. Bi- Poe s B, - Matniks Hurwitz dibenkan sebagan benkut
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¥ k!
H = .Pl'l-l P'\. A |,

Y 1 P:-:_.-'

F.Plr-. .Fl:-* Pr-="
H‘ - 1 Pﬂ--: .F.lr--l L

LY D Pn-l Pl'-’l-'

( P.l-l Fﬂ-] Fﬂ-.‘ Pn '--.
H;_ 1 Pn-: Prl--l Pn -] I
PI' 1 Pﬂ-1 Pﬂ-:‘:
D 1 Pn-: Pn--l.'
sampal matriks A Disimi nilai p, didefimsikan bermilai & jika
§ bermilal negatif.

Teorema 2.4 Uj kestabilan Hurwitz (Willems, 1970; Jeffnes,
1989). Misalkan sistem dmamuk (2.23) memunyai trajekton
konstan 0. Setiap matriks Hurwitz memunyar determinan
dengan mla posihf jika dan hanya jika setiap bagian real dan
nilai egien mairiks 4 bemnilal neganf dan 0 meropakan suatu
trajekton atraktor, yaitu titik keseimbangan 0 stabil asimptotik.

Untuk mlai » yvang kecil, up kestabilan Hurwitz
menyatakan bahwa masing-masing matnks Hurmitz memunyan
determinan dengan mlai positif jika dan hanya jika, mntuk

n=l, p,>0;

67



s Popy >0

)

-
n=3, p.p.B->0,pp-p>0;
n=4, p,.p.PuP:>0, BB -p - 0.
Dengan demildan kestabilan thk keseimbangan 0 dapat

diketabm dengan memperhatkan mlai-mlan keefisien dan
persamaan karaktenistik matnks A

Contoh 2.6 Diberikan sistem dinanmk

%——411-3J'
%— -2x+ V.

Dari matriks
-4 3
5]
|l.'1 1

diperoleh persamaan karaktenstk
firy=|d-rd]=r +3r+2,
yang memberikan p =2 dan p, =3. Dengan up kestabilan

Hurwitz disimpulkan bahwa titkk keseimbangan O = (0, 0) untuk
sistem tersebut stabil asimptotk.
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2.0 Spal latihan

1. Tentukan solus: analitik dan sistem persamaan differensial
berkmt

— ==X+}
pr L
| SR
e e
df !
& __
e
2. Dibenkan sistem persamaan differensial linear berkut
%——4x+3_‘r %—41—53'
(a) dy dan (b))
= == ; -~ =Ix=2y
e e e

Tentukan kestabilan titik keseimbangan (0, 0) untuk kedua

sistern di atas dan gambarkan pula kurva selusi di selatar
titik keseimbangan tersebut.

3. Dibenkan sistem nonlinear

& {1,2-0.25x-0,01y)
dt
% = y{=15+2,0x~-01y)

Tentukan semmua tik kesemmbangan nommegatif x =0,
¥ = 0 untuk sistem tersebut. Selanjutnya tentukan pula jenis
kestabilan untuk semua oiik keseimbangan yang dipercleh
dengan menggunakan metode lineansasi dan mlai eigen.
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4. Diberikan sistem nonlinear

E—.xl:—:r—_]w &)

df

4y

D y2x-z-1
bl ]
%-—"F{Ej' -2z =12).

Tentukan semmua tik kesemmbangan nommegatif x =0,
¥ =0, dan = =0 untuk sistem tersebut.

5. Lineansasi sistem pada scal 4 di selatar semma titk
keseimbangan yang telah diperoleh Tentukan kestabilan
semma  fiftk keseimbangan dengan menggunakan
kestabilan Hurwitz. Bandingkan pula hasil yang anda
peroleh dengan memperhatikan nilal eigennya.
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Bab 3

Model Pertumbuhan
Satu Populasi

3.1 Pendahuluan

Dalam memodelkan dmmamika populasi, ada bamyak
kendala yang ditemukan. Sebagai contoh, suatu populasi yang
melibatkan sejumlah pohon dalam hutan atau suatu populasi
hewan yang hidup dalam area fertenitu sangat kompleks.
Dinamika populasi tersebut dipengaruhi oleh banyak faktor yang
sangat subit bam laota wmtuk menentukan faktor-faktor paling
domman yang memengarhi dmamika populas: tersebut.

Dengan hanya memperhatikan faktor-faktor donunan
yang memengaruhi dinanuka populasi dan dengan membenkan
beberapa asums1i maka perubahan ulwran populasi yang
bergantung kepada wakin dapat dinyatakan dalam suatn model
matematika. Model yang terbentuk menyatakan hubingan antara
perubahan populasi dengan faltor vang memengamhinya
Pertimbangkan satu populasi pada suatu daerah tertentu yang
hanya terdin atas saf spesies. Populasi seperni im dapat
merupakan populasi manusia, atan sejumlah pohon pinus dalam
hutan, atau sejumlah ikan tertentu dalam suatu danan
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Perubahan uluran populasi pada suatm daerah tertentu
terjadi karena adamya kelaluran, kematian, mmgrasi, ataupun
emigrasi. Perubahan ukuran populasi tersebut tentulah bersifat
diskmit. Tetapt jika uloran populast sangat besar, maka
perubahan ukuran populasi sangat cepat dan dengan demikian
perubahan populasi dapat dianggap sebagal suatu fungsi yang
kontim terhadap waktu.

3.2 Model diskrit populasi tunggal

Pada bagian mm akan dimodelkan suatu pertumbuhan
populasi tunggal pada suatu daerah yang spesifik. Pada daerah
tersebut hanya satu populasi yang menjadi perhatian dan
populas: tersebut dianggap hanya melipufi satu spesies.

Misalkan x(f) menyatakan ukuran populas tersebut
pada waktu 7 Ulran populasi x(f) menyatakan banyakmya
mmdividu dalam populasi tersebut pada waktu ¢ Perubahan
ukuran populasit vang diukur selama mnterval wakiu Af
dinyatakan sebagal

Ax  x(f + Af) - x(t)
At At

Rata-rata laju perubahan populasi selama mterval wakiu
At memupakan laju perubahan populasi per mdividu dinyatakan
sebaga1 R(f) yaitu

R(t) = Ax x(t 1-.&1)—1(?}.

(AT (AT 3.1



Eunantitas R{f) menyatakan angka perfumbuhan rata-rata pada
mterval (f, 7 + Af), yaitu laju pertumbuhan per umt wakiu.

Persentase  perubahan dalam  populamn  adalah
100 Ax/ x(1) =100 R{r)Ar . Jadi seratus kali laju pertumbuhan
R(t) adalah persentase perubahan dalam populasi per umt
waktu. Sebagal confoh, jika dalam setengah tahun populas
bertambah sebesar 20%, maka R(f)=2/5 dan laju pertumbuhan
populasi sebesar 40% per tahun.

Persamaan (3.1) belum cukup untuk dapat dipnmakan
mempraediks: uloran populasi untuk masa yang akan datang.
Tetapi jika lajo pertumbuban R(7) dan ukuran populasi pada
suatu waktu tertentu diketalw maka ukuran populasi selanjuinya
dapat dilutung, yartu

x(t + Af) = x(F) + R(Ox()AL . (3.2)

Dengan asumsi bahwa perubahan populasi hamya
disebabkan oleh adanya kelaliran dan kematian, faktor nmgrasi
dan faktor lamnya dianggap fidak berpengaruh pada perubahan
populasi, maka

x(t + Af) = x() + b A (1) + d Af 2(1)
dimana b dan 4 menyatakan laju kelahiran dan laju kematian per

unit waktu vang diulour selama interval (f, 7+ Af). Dengan
demikian dipercleh

x(t + Af) = x(1) + (b - d )Arx(p) . (3.3)
Dan persamaan (3.2) dan (3.3) diperoleh laju pertumbuhan

R=b-d,
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yaitu laju kelahwan dikurang laju kematban Disim, R
menyatakan laju perfumbuhan populasi per mdividu Untuk
populasi secara total, maka laju kelahwan dan laju kematian
yang ditimjau adalah rata-rata lajn kelaluran dan rata-rata laju
kematian. Dalam hal mi dianggap tidak ada perbedaan antara
mdividu yvang masih kecil dan mdividu yang sudah dewasa,
vaitu populas: diasumsikan homogen.

Selanjutnya diasumsikan pula bahwa jumlah kelahiran
dan jumlah kematian proporsional dengan ukuran populasi,
maka laju pertumbuhan populasi R(f) adalah konstan, yaitu
R{#) = r . Laju perumbuhan populasi diasumsikan tidak berubah
dengan berubahnya wakm. Jlika laju perfumbuban populasi
konstan, maka untuk sebarang waktu ¢ diperoleh

a(t -+ Af) = x(f) = r At x(f) .
Bentuk di atas dapat dinyatakan dalam persamaan differensi
untuk menggambarkan ukuran populasi wmtuk wak yang akan
datang yaitu
x(t + A = 1+ rAs)x(f) . (3.4)
Persamaan differansi (3.4) dapat diselesakan jika ulouran
populast awal pada f=7,, yaiu x(f,) = x,, dibenkan Dengan
demuloan ukuran populasi unfuk wakin yang akan datang
dengan mudah dapat dihitung Uluran populasi secara rebursif
diberikan sebagal
x(t, + A = {1+ rAt)x,
xlf, + 240 = [1+ rad)x(t, + Af) = (1 +raifx,
x(t, +3A0 = (1+ rAt)x(t, + 280 = (1 +rAt ) x,
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Dengan menusalkan ¢ =¢, +mAs . maka diperoleh
() = x(t, + mAr)=(1+rarf"x,,
yang ekavalen dengan

()= (L+ras) =¥y

Jika laju kelahiran lebih besar dan laju kelahiran, yaita
r>0, maka populas akan bertambah Jika r<0, maka
populasi akan berkurang secara terus menerus dan menuju ke
nol. Jika r=0, maka ukuran populasi akan tetap dan sama
dengan ukuran populasi awal, yaitu x{) =x, untuk setap waktu
I,

3.3 Model pertumbuhan eksponensial

Dan defimsi laju pertumbuhan yang dibenkan oleh
persamaan (3.1), R{7) secara wmum bergantmg kepada wakm.
Laju kelahwran dan laju kematian secara umum bergantung
kepada waktu Lamu kelabiran laju kematian, dan laju
pertumbuhan dmbur dalam interval waktu tertentu. Dalam
kasus ukuran suam populasi cukup besar, maka perubahan
populasi dapat terjadi setiap saat. Dengan demibaan mterval Af
vang sangat kecil dapat dipertimbangkan Dengan pertimbangan
mterval Af cubkup kecil, maka lajn pertumbuhan populas: sesaat
R(t) dapat didefimsikan sebagai

R(f) = Iim xif -+ Af) = x(t) lE

wa ()AL xdr 33
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Laju permmbuban R{f) pada persamaan (3.5)
menyatakan laju perubahan populasi per mdividu. Dengan
defims1 (3.5) uboran populasi dapat didekati oleh suatu fungsi
yang kontinu terhadap wakiu dan fungsi tersebut diasumsikan
terdifferensial terhadap wakiu ¢. Dalam kasus uluran populasi
vang besar, maka perubahan populas: yang bersifat diskmt dapat
didekati oleh suatn fungsi kontinn terhadap wakin. Dengan
demulnan, dan persamaan (3.3) dipercleh lajn perubahan
populas sebagai

%— R()x.

Dengan asumsi bahwa laju pertumbuban R(7) konstan,
yaitu R(7) = r, maka uburan populas1 pada wakin ¢ dinyatakan

oleh solusi dan persamaan differensial orde satn koefisien
konstan

%.— e (3.6)

yang memenubhi syarat awal x({7,) =x,. Solus1 dan persamaan
differensial denpgan syarat awal x(7 )} = x, > 0 dibenikan oleh

Xy =x, &t (3.7

Jika r>0, maka wuntuk 7>t populasi bertumbuh
secara eksponensial. Jika r <0, maka untuk 7 > 7, populas: akan

berkurang secara eksponensial dan menuu ke nol untuk wakiu
vang lama. Jika r =0, maka ukuran populasi untuk setiap wakiu
f>f, akan tetap dan sama dengan ukuran populasi awal, yaitu

) =x,.
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Dalam dinamika populasi, suatu hal yvang biasa menjadi
perhatian adalah menentukan wakiu vang diperlukan oleh suatu
populasi untuk menjadi dua kal lipatmya dan ukuran populasi
yang ada. Lama waktu 7 -, yang diperlukan uniuk menjadi
dua kalmya, diperoleh dan persamaan (3.7} yaitu x(f ) =2x{z,),
atan

rif =i, |

2, =x,¢

Dengan demikian wakin yang diperlukan suatu populasi untuk
menjadi dua kali ipatnya dengan r > 0 adalah
In2

f—t,=—.
r

Model (3.6) disebut juga model pertumbuhan Malthus
yang menyatakan bahwa laju pertumbuhan populasi naik secara
eksponensial, atan laju perubahan populasi pada waktu
proporsional dengan ukuran populasi pada waktu ¢ Model
tersebut dinyatakan dalam bentuk persamaan differensial
autonomus.

Contoh 3.1 Pertimbangkan laju perfumbuhan suam populasi
yang mengikutl model (3.6) dengan mlai parameter r=104.
Dengan berbagai milai awal populasi x{0)= 1, 5, 20, dan 40.
maka diperoleh grafik kurva solusi yang menyatakan uloaran
populast pada wakiu r sepert1 diberikan pada Gambar 3.1
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Gambar 3.1 Grafik kurva solusi dan model perumbuhan
eksponensial.

3.4 Model eksponensial dengan laju pemanenan konstan

Dengan anggapan bahwa populasi yang ditinjau bermlai
ekonom, sebagal contoh populasi ikan, dan selanjutnya populasi
dieksploitasi. Disiml, diasumsikan populasi dipanen dengan laju
pemanenan konstan, yaitu laju tangkapan konstan untuk sehap
waktu. Dengan asumsi tersebut maka lam perubaban satu
populasi menjach

% = -1 (3.8)
dimana A menyatakan laju pemanenan konstan vyang
diasumsikan bermla positif.
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Perhatikan bahwa model (3.3) hanya memunyai satu fitik

kesetmbangan, yaitn x —E. Solusi dan meodel (3.8) dengan
r

nilai awal x{0)= x, >0 adalah

ﬂr]—.[:_J-E]a" e (3.9)

r r
Grafik dan solusi (3.9) naik secara eksponensial dan memu ke
ik e hikn itk thesid ke Gk belings ks @ }%

Jika x;, < E kurva solusi menurun dan menecapai nol pada saat
P

F—E l # ‘ Sementara dalam kasus .r,,—.E, maka
i =-rx,

r r
kurva solusi bermlal konstan, yaiu x(f) ] untuk setiap f.
r

Dalam hal m ukuran populasi akan tetap sama dengan ukuran
populast awal yang sama dengan titik keseimbangannya.

Dan medel (3.8) diketahm bakwa jika :Ir::-E maka
r

%:-D dan jika I{E maka %{D-Dengmdenﬁkianﬁﬁk
r

keseimbangan x = E merupakan titik keseimbangan vang tidak
r
stabil. Hal mu dulustrasikan pada Gambar 3.2.
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Gambar 3.2 Fungsi laju pertumbuhan % =rx—-H .

Gambar 32 menyatakan bahwa jpka ukuran populasi
pada awalnya lebih besar dan populasi semmbangmya, maka
populas: akan memyu ke populasi seimmbangannya. Tetapn jika
ukuran populas:t pada awalnya lebih kecil dan populas:
seimbangnya, maka populasi tersebut akan memjauln populasi
kesermbangannya dan pada suam saat populasi akan bermla
nol. Kepunahan populasi sangat bergantung kepada besaran laju
pemanenan yang dikenakan kepada populast, laju pertumbuhan
mirinsik populasi, dan uburan populasi awal. Populas:i fidak
akan punah jika laju pemanenan dikontrol dengan mlai H < rx, .

Contoh 3.2 Pernimbangkan laju pertumbuhan swatu populasi
yvang mengikuti model (3.83) dengan milai parameter r=0.05
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dan H =4 . Dengan mla parameter tersebut dipercleh tink
kesetmbangan x =30. Dengan berbagal mlai awal populasi
x{0)= 50, 73, 80, dan 85, maka diperoleh grafik kurva solusi
vang menyatakan ukuran populasi pada waktu ¢ seperti

diberikan pada Gambar 3.3.

o B e B e B e R i e N e

=

H‘ﬁ. -."'H. "

-,
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%

T e e ol
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%

: _m,;\q ;:?"' kﬁ- H"ﬂ n';.ﬁ Eh'*

Gambar 3.3 Beberapa kurva solusi untuk model (3 _8).

Dan Gambar 3.3 diketahw bahwa jika populasi awal
lebih besar danpada posisi keseimbangannya, yaiu H <rx,
maka populasi tetap akan bertumbuh secara eksponensial. Tetapi
jika populast awal lebih kecil dan pada posisi kesetmbangannya,
vaiu H >rx, maka populasi berkurang dan suatu wakiu akan

mencapal nilal nol.
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3.5 Model eksponensial dengan usaha pemanenan konstan

Pada bagian m, model (3.6) dikenakan pemanenan
dengan usaha pemanenan konstan, yaitu laju pemanenan
proporsional dengan uburan populasi. Dengan asumsi tersebut,
maodel (3.6) menjad

%—m—ﬁr G.10)

dimana E adalah suatu konstanta positif yang menyatakan usaha
pemanenan
Dengan memusalkan 7 =r-E, model (3.10) dapat
ditulis dalam bentuk
o 28
di
Solusi dan model (3.7) bersama dengan syarat awal
x0)=x, > 0 diberikan oleh

x(f )= x, & . (3.12)

Dalam kasus usaha pemanenan lebih kecil danpada laju

mirnsik populasi, yaitu E <y, maka solusi (3.12) serupa

dengan solusi (3.7). Jika £ = r. maka x{f)=x,. Hal m

bermalma bahwa ukuran populasi pada level x, untuk setap

waktu ¢ Tetapi jika E =7, populasi akan berkurang secara
eksponensial dan menuju ke mla nol untuk wakin yang lama.

rx (3.11)

Contoh 3.3 Pertimbangkan laju perfumbuhan suatu populasi
vang mengikutt model (3.10) dengan nila1 parameter r=2.
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Dengan nilai x{0)=10 dan E =2, x{0)=11 dan E =19 serta
x0)=9 dan E =22, diperoleh kurva solusi seperti diberikan
pada Gambar 3.4

E=r
] -
- E=r
.-"’-"--’
i ..\_\‘-‘-\‘
"““H_q_‘_‘_‘_____ E=r

5 18 15 2

Gambar 3.4 Beberapa tipe kurva solusi medel (3.10) untuk
E<r,E=sr,damn E>r.

3.6 Model pertumbuhan bergantung pada kepadatan
populasi

Pada model pertumbuhan eksponensial yaiu medel
populast dengan laju periumbuhan kenstan, populasi bertumbuh
secara eksponensial tanpa batas. Moedel pertumbuban
eksponensial im nampalnya cubup akurat pada saat ulouran
populasi masth keci]l dan makanan yang tersedia cukup
berlimpah Begitu ukuran populasi mulai membesar dan pada
saat 1 makanan tidak lam tersedia secara memadar, maka
populast idak munglon lagi dapat bertumbuh secara maksimal.
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TER. Malthus pada 1798 menyatakan bahwa meskipun
populasti  dapat berfumbuh secara eksponensial tetapl
makanannya biasanya naitk mepurut deret anfmetika sehingga
pertumbuhan populasi akan terbatas. Keterbatasan makanan
kelurangan tempat atau alumulasi racun pada linglungan
menyebabkan laju kematian memingkat atau menumnkan tinglkat
reproduksi. Keterbatasan sumber dava alam seperti 1m akan
menghambat populasi untuk terus meningkat.

Eetika suatu populasi bertumbuhb cukup besar maka pada
saat 1m spesies dalam populasi tersebut mular berkompetizsi
dengan spesies lainya Demikian juga mdividu dalam satu
spesies mulan berkompetisi dengan imdradu lamnya unfuk
mendapatkan makanan, tempat, ataupun sumber daya lainnya.
Dalam ekspernmen i laboraterum telah dibuktikan babwa
makanan yang terbatas untuk menyokong populasi yang besar
dapat membatasi pertumbuhan populasi.

Peningkatan kepadatan populasi akan menyebabkan laju
kelahiran menurun dan laju kematian meningkat. Pada kondisa
tertentu dapat terjadi laju kelaliran sama dengan laju kematan
yvang mengalabatkan populasi tidak lam bertumbuh Pada saat
1t jumlah kematian sama dengan jumlah kelahiran.

Secara umum laju pertumbuhan populasi per individu,
%% tidak selalu konstan Laju pertumbuhan setiap individu
mungkin bergantung kepada ukuran populasi. Dengan 1tu laju
pertumbuhan dapat dinyatakan sebagai

1 dx

dx
;E_R{ﬂ atan E—I-Rl:ﬂ- (3.13)
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Unfuk mengetaln bubungan antara R(x) dengan ukuran
populas: x, lota asumsikan ukuran populasi culup besar dan
dengan 1m R(x) dipandang sebagal suam fungsi yang kontinu
terhadap x. Kefka ukwan populasi masih kecil maka laju
pertumbuhan akan cepat nak Setelah sampal pada uluran
populas: tertentu, laju perfumbuhan tidak dapat lagi bertambah.
Pada saat ulkuran populasi sudah nowlan besar maka laju
pertumbuhan menurun dengan membesamya ukuran populasi.
Sampal suatu ukuran populasi fertemtu, laju pertumbuban
populas: bermlal nel dan selanjuinya mungkin neganf’

Dalam kondisi kepadatan populasi yang moderat (hdak
terlalu besar), maka laju pertumbuhan cukup besar. Dengan
meningkatnya kepadatan populasi, maka laju perumbuhan akan
menurnun Dengan demilian terdapat suatu kepadatan maksumal
suatu populast dimana laju perfumbuhan populasi bermlai nol,
vaitu kondisi populasi tidak lagi bertambah Eetika kepadatan
melampaw  kepadatan maksimalnya maka populasi  akan
berkurang. Fenomena im menyatakan bubungan antara
kepadatan populasi dengan laju pertumbuhannya, seperti dalam
sketsa pada Gambar 3.5.

Dengan memperhatikan fenomena hubungan antara laju
pertumbuhan dengan kepadatan populasi, maka diperoleh suat
hubungan fungsional yang menggambarkan bahwa R(x) suatu
fungs1 kontinu yang monoton funm dan akan memotong sumbu
x pada tiik tertentu. Fungsi R(x) yang sederhana yang dapat
digunakan adalah R(x) =r -bx yaim suatu gans lus, seperti
dibenkan pada Gambar 3.6.
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R(x)

N

Gambar 3.5 Hubungan antara laju pertumbuban dengan
kepadatan populasi

Rix)

Gambar 3.6 Grafik laju pertumbuhan logistik
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Verhulst pada 1830 dan Pearl dan Reed pada 1920 telah
mengemukakan suatu model sederhana yang menyatakan
hubungan antara R(x) dan x Mereka menyatakan babwa laju
pertumbuhan dipengaruhi oleh laju pertumbuhan dan tanpa
pengaruh linglingan dilambangkan sebagal bilangan positif r.
Pengaruh bertambahnya kepadatan populasi terhadap laju
pertumbuhan dilambangkan dengan bilangan positif b.

Dengan memperhatikan pengaroh kepadatan populasi
terhadap laju pertumbuban dan dengan menyatakan hubungan
R{x) =r - bx , maka model (3.13) menjads

ax

E‘Ih'-h‘l‘]. (3.14)

Dengan memisalkan b =r/K, maka model (3.14) dinyatakan
dalam bentuk

J'.rtl SR | (3.15)

Model laju pertumbuban (3.15) disebut juga model
lemstik. Persamaan logistk perfama-tama dmsulkan oleh P V.
Verhulst pada 1838 sebagai model pertumbuhan populas.
Eonstanta r, yang diasumsikan positif, disebut laju pertombuban
minnsik (infrinsic growth rate) karena mlai laju pertumbuhan
mendekati mla r ketka ukuran populasi x kecil Konstanta
positf K biasa dmyatakan sebagm daya dulomg (carmying
capacity) linglomgan, yaim ukuran populast maksimal yang
dapat ditampung dengan baik oleh linglimpan dimana populasi
tersebut hidup. Ukuwran populas: sebesar X kadang-kadang juga
disebut level kejenmbhan (saturafion Jevel) karena pada kondisi
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dimana uluran populasi besar maka jumlah kematian lebih besar
dari jumlah kelahiran
Model logistk (3.15) memunyai dua titik keseimbangan
nonnegatif, yaiu ¥ =0 dan x=K_  Jika O<x <K maka
el

%:«l} dan jika x> K maka E{D.H&liﬂihermal:ﬂa fitik

keseimbangan K merupakan tiik kesemmbangan yang stabil
Tifik keseimbangan im stabil asimptotik dan global untuk x > 0,
yaitu

b x(t) = K, untuk x{0)=>0.

Jika ukuran populasi pada awalnya kurang dan oink
kesermbangan K. maka x{f) bertumbuh terus menerus, tetap: 1a
tidak pemah mencapal tifik keseimbangan K. Uluran populasi
hanya mendekati nilai K bilamana ¢ mendekati tak berhingga.
Jika ukuran populasi pada awalnya lebih besar dan pada tink
kessimbangan K maka x{t) berkurang terus mensrus menuju ke
titik keseimbangan K hhat Gambar 3.7.

Gambar 37 menunjukkan fungsi pertumbuban

I
Flix}—n'II--% dan garis berarah menyatakan arah
pertumbuhan x(¢) dengan bertambahnya ¢ Jika 0 < x(0)< K ,
maka xlf) memuu ke mla K Demukian juga jika x(0)> K,
maka xif) juga menuu ke mla K Dka x(0)=K, maka
xir)= K untuk setiap . Hal ini menunjukkan bahwa jika ulouran

populasi pada awalnya bemnilai positif, maka ulkuran populasi
akan memuju ke nilai seimbangnya.
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dt

0 rl X
Gambar 3.7 Bidang fase untuk medel lomsuk

Model logisnk yang memupakan persamaan differensial
orde satu koefisien konstan dapat diselesalkan dengan
menggunakan metode penmusahan vanabel. Solusi dan model

{3.15) bersama dengan syarat awal x[l}}—.ri,}ﬂ, dapat
dituliskan dalam bentuk

K
X =r— (3.16)
FCe
dimana ¢ = K; al’ . Dan solusi (3.16) diketahm bahwa untuk 7

mendekati tak berhingga, maka x(f) mendekati mlai K

Contoh 3.4 Perimbangkan laju perfumbuban suam peopulasi
vang mengikutt model (3.15) dengan mla parameter r =05
dan K =100. Dengan mlai parameter tersebut diperoleh tink
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kesetmbangan ¥ =0 dan x=100. Dengan berbagai mla1r awal
populasi x{0)= 3, 50, 100, dan 160, maka diperoleh grafik kurva
solusi yang menyatakan ukuran populasi pada wakiu ¢ sepernn
dibenikan pada Gambar 3.8.

B L et Lo T R T et e
- 1 i # # i [ 12 18
¥

Gambar 3.8 Kurva solusi model logistik

Gambar 3.3 membenkan ilustrasi medan vektor dan
bentuk-bentuk kurva solusi x{t). Kurva solusi mendekati titik
kesetmbangan x =100 dan atas dan dan bawah tibk
kesetmbangan Kurva di bawah mlai keseimbangan yang
berbentuk agive atan berbentuk hurmf § disebut lorva logistik.

Agnew (1979) menyatakan bahwa fungsi lemstk
digunakan oleh Schaefer untuk menganalisis hahbut Pasifik
(Pacific halibuf) dan mdustn penkanan ikan tuna (yellow fin
funa). Schaefer juga menyatakan bahwa parameter dan model
lemistik dapat diestimasi dan data hasil tangkapan dan data
tangkapan per umt usaha. Haberman (1998) menyatakan bahwa
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dalam ekspenmen di laboratorium, periumbuhan rag (yeast) di
dalam swatu kulbwr dan perfumbuhan  paramecium
mengindikasikan adanya kecocokan yang baik secara kuanfitahif
dengan kurva logishk.

Pertimbangkan suatu ekspenmen pertumbuhan yeast
(ragi) dalam suatu media terhadap waktu (Giordano et. al,
2003), hbat Tabel 31. Dan data observasi dam plot data
diketaln bahwa perubahan populasi dan jam ke jam mengecil
yang disebabkan keterbatasan makanan yang menjadi kendala
dalam ekspenmen Dan data m dapat dilakukan suatm mlai
pendekatan untuk ukuran populasi maksimal sebesar 665. Plot
data pada Gambar 3.8 tidak pernah mencapal mla 665, namun
nilal ukuran populasi mendekat ke nilai tersebut untuk wakt
yvang cubkup lama. Dengan 1tu dinsulkan suatu model

Ax, = x_ - X, =k(665-x )x_.

Tabel 3.1 Data pertumbuhan yeast

Waktu Data Eztimas Keszalahan
(jam) observasi (model) (*a)

0 96 10,18 6.08

1 183 17,23 5,85

2 290 2894 0,22

3 472 4801 1.1

4 i1 78,10 085

5 119.1 123,30 3.53

6 174.6 186,34 6,73

7 2573 265,80 3,30
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5 3507 354,08 0.96

4410 43941 0,36
10 5133 31147 -0.36
11 v ) 565,72 1.07
12 5048 603,11 140
13 6294 627.36 -0.32
14 640.8 642 46 0.26
15 651.1 651.64 0.08
16 6559 657,12 0,19
17 639.6 660,37 0.12
18 661.8 662,29 0.07

Dengan memperhatikan hubungan antara data Ar, dan
(663 x )x . diperoleh suato mlai estimasi & = 0,0008316 dan
dengan itu diperoleh

x,,, =x, +0,0008314665~-x )x_ .
Bumus persamaan differensi di atas dapat digumakan untuk
mempradiks: ukuran populas: pada wakiu yang akan datang.

Dengan mempethatikan hubungan antara wukuran
populast dan waktu (mengibuti bentuk 5) dan dengan membuat
asumsl vang sesual, maka diperoleh suatu hubungan fimgsional
antara laju pertmmbuhan populasi yeass dan waktu dinyatakan
dalam bentuk persamaan differensial

(i)
df

yang memupakan model pertumbuban logistik (model Verhulst).

= {1 -x{)/ K),

a2



Dengan menggunakan data pada Tabel 31, milm
paramater r dan X dapat diestimasi dan dipercleh mila1 estimasi
r=0000798045 dan K =665. Dengan mempertimbangkan
waktu yang dibufuhkan oleh populasi unfuk menjadi dua kah
lipatnya, dipercleh solusi model

665
1+ 64 30268
yang menyatakan ukuran populasi yeast pada setiap waktu. Nilai
estimasi ukuran populasi yeast dengan mengmmakan model 1m
diberikan pada Tabel 3.1 dan Gambar 3.9.

x() =

Falide]

HikO 9

S0 o

Tﬂ. 0 4
-
E HJiO 9 o
E # Data ohsar-azn

Lik0 o

— Data estimasi
TERO
o
4 ) = 1o 15 X0

WAkl {dmm )

Gambar 3.9 Plot data pertumbuhan yeast dan nila
prediks: model

Dan Gambar 39 diketabnu bahwa data observasi dan
estimasl ulawan populasi yeast mengikuti pola yang sama
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dengan mlai yang kesalahan yang cukup kecil Dengan 1tu dapat
dikatakan bahwa model pertumbuhan populasi yang terhasil
dapat digunakan wmtuk memprediksi ukuran populasi yeast
untuk beberapa jam kemndian.

3.7 Model logistik dengan laju pemanenan konstan

Pada bagian m1 populasi dengan model pertumbuhan
mengikutt model logistik diperimbangkan untuk dikenakan
pemanenan  dengan  laju  pemanenan komstan.  Dengan
pertimbangan tersebut model (3.13) dikembangkan menjadi

:i'r
dr

Beberapa kasus yang akan difinjau berkaitan dengan kevwujudan
dan kestabilan titik keseimbangan model (3.17).

¢ :
=Y ~1 K.| -H . 317

KlwslH—'Zi

Dalam kasus in1, model (3.17) hanya menmmyai satu fink
keseimbangan, yaim x —%- Iika r:-% maka % < 0 dan jika

:r-:% maka %-c:'l]. Dengan demukian titik kesemmbangan

x= % merupakan tik keseimbangan yang semu stabil dalam

pengertian babwa untuk Jrﬁ'ﬂl]?:-% maka xit) mendekati tibk

04



X —% bilamana ¢ mendekati tak berhingga. Untuk x{0] -«:%

maka xif) selanjoinya menjauh tink x = § , lthat Gambar 3.10.

{;?J.-
ot
H H
— i — | —
{ K2 X

Gambar 3.10 Bidang fase model logistik dengan H = %

Gambar 310 menyatakan fingsi pertumbuhan
Ffl']—iT[l-%\!-H. Arah panah membenkan mdikasi arah
| F)

perubahan xlf) dengan menmgkamya ¢ Tink keseimbangan

x-% vang semm stabil sebenamva tidak stabil karema jika

o) <

% mengalibatkan ¥t selanjumya menjauhi titk
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Y= % yaitu ada trajektonn yang menjauln ik keseimbangan
tersebut.
Model (3.17) dapat dinyatakan dalam bemfuk

& ri . Iﬂf] r K
L T/ W e 318
at x'f TR K[I 2 @19

Karena vanabel-vanabel dapat dipisahkan maka persamaan
({3.18) dapat ditulis sebaga

= - = =b dt
(x—x.)

i K r
dimanax, == dan b= — _
ana x 3 T

Dengan mengintegralkan kedua ruas diperoleh
.
(x-x)
Selanjutnya dipercleh
1

X = X, ey

(bt —c)’

=0+

dimana ¢ adalah konstanta mtegrasi. Dengan mengambal mlai
awal x(0)=x, diperoleh

1
X, =X, ——afau £ = :
€ X, =%, )

Dengan demilaan selusi dan persamaan differemsial (3.18)
dengan syarat awal x{0) = x, diberikan oleh

06



(x,-x)
—I_
xit)=x. + -x)bt -1 (3.19)
Untuk menganahsis kestabilan tink keseimbangan
K
2

¥, =—, kita mengamati perilaku lurva solusi x{t) untuk

beberapa nmilai awal di seldtar atik x, = l:—: yaitu x, > X, dan
x,. Jika x, > x., maka dan persamaan (3.19) diperoleh

(r-x) }_
IIIJ' hm[ {r—.Jbr--l_ Xo- (3.20)

Untuk kasus x, <x., persamaan (3.19) dmyatakan dalam
bentuk

_ xlx, - x )b+ x,
1) (x, = x. )bt +1

(3.21)

Pembilang dan penyebut pada persamaan (3.21) kedua-duanya
pada awalnya bermilai positif, tetapi pembilang mendekati nol

jika
2x
fsif = :
rix. —x;
dan penyebutmya mendekat nol jika
1
t < t, = = demgan 1, <1,
P b{x.—x,) i L
Dengan demikaan diperoleh

oln —x, )0 - x,

)= =0 untuk 7 =1
Lty o 7w =i
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lim x{¢) = Tim | 200 = %)bt-x, )

32
oy ez | (x—-x, )bi-1 ) -

Contoh 3.5 Pernmbangkan laju pertumbuhan smatu populasi
vang mengikutl model (3.17) dengan mla1 parameter r=1075,
K=1000, dan H =125 Lam pemanenan yang dibenkan
memenuhi kasus 1. Dengan milai parameter tersebut diperoleh
tittk keseimbangan x =3500. Dengan berbagal mla awal
populasi x{0)= 400, 460, 500, 800, dan 990, maka dipercleh

grafik kurva solusi yang menyatakan ukuran populasi pada
meakm t sepert1 dibenkan pada Gambar 3.11.

Gambar 3.11 Exrva solus: untuk model (3.17)

denganH—%



Dani Gambar 3.11 diketabw bahvwa jika mla ukuran
populasi awal vang dibenkan lebih besar danpada bk
kesetmbanganya, maka ukuran populasi monoton tunm dan
akan memuyu ke nilai kesemmbangannya. Tetapl ketika mlar awal
populasi berada di bawah otk keseimbangannya, maka populasi
monoton funm dan pada waktu tertentu akan mencapai mlai nol.
Dengan demukian fiik keseimbangan tersebut nidak stabil.
Dalam kasus level pemanenan H = % dan x;, < g__ maka

populas: akan pumah untuk suatu waktu tertentu.

Kasis 2 H-:%.

Dalam kasus mi medel (3.17) memunya dua itk
kesetmbangan, yaitu
KE-K K+ K

¥y=x=——— dan x=x, =

15K

dimana k' = |K° - , dengan sifat x, > x, > 0.
¥

Selanjutnya diketalw bahwa jika x <x, maka % <0, jika

¥, <x<x, maka E:-ﬂ, dan jika x, >x maka E-—;ﬂ_
df dt
Dengan memperhatikan mlal dan perubahan tersebut, maka
diperoleh itk ¥ = X, memupakan titik keseimbangan yang tidak
stabil dan tink x = x, mempakan titik keseimbangan yang stabil

asimptotik
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Dalam kasus i, model (3.17) dapat ditulis dalam bentuk

dx riis HEK r
= | 2 _ Y R 3
|Lx Ex + . | fx—x Mx-x,). (3.23)

Karena persamaan differensial (3.23) memupakan persamaan
differensial dengan vanabel dapat dipisah, maka ia dapat ditulis

ax —--Eﬂ‘r‘_

-x)x-x) r

Dengan mengintegralkan kedua roas diperoleh

—;Inh'--x,h ;]n{r--x!}— B o
r

(x, —x,) fx -x;)

atau
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i Y
.r".'l.-:

In _-.E.I".'E'J.

X=X ;

e B-;E.{I: -x,) dan ¢, =¢,(x, —x, ). Persamaan tersebut
dapat dituhs sebaga

[I_r’]—ra'h.dimmac—e".

X=1,
Bentuk terakhir ini dapat ditulis sebagai

X, o
r'_ -—-ﬁ'l-
1-ce

Dengan mengambil syarat awal x(0)= x, , diperoleh

Dengan demikian solusi dari persamaan differensial (3.23)
dengan syarat awal x{0) = x, diberikan oleh

= I:II“ _IIJII_II{'TH ~ X, :I'E.M
{I-.- _I:]_{'rll - I!j'ﬂ :

xit) (3.24)

Unfuk menganalisis kestabilan tiik kesstmbangan x = x,
dan x = x,, kita akan menganahsis perilaku kurva solusi xif)
dengan beberapa mlai awal x, uwntuk x, >x,, ¥ <x,<x,,
dan Xy Sy - Tika X s maka untuk f memyu ke tak
berhmgga, solusi (3.24) dapat dituhs sebaga:
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lim x{t)= !im[:r;':l'.. -x )= xix, - I:}?-h A - (3.25)
el )l - e J -

Ika x, <x, <x,,solusi (3.24) diuhis dalam bentuk
"':I— I'-'{I'-i‘ _Il] J II'.I! 1 :';.l_*-"g-"a'I
{'rll - II}T‘I! _'1"'-“}3.':II
dan untuk ¢ memuju ke tak berthingga dipercleh
—
E’r} ].'Iﬂl[ |:. Tl,:l T|{I 1'1,:"3 ]TIJ. (3.26)
&

(x,—x )=lx, —x, )™

F—smn

Jika x, < x,, solusi (3.24) dituhs dalam bentuk

i xfx — 2 )o™ —xlx - :re_l_ 327

I" {I: N III}'E " - ['TI —.‘-l:',;}

Penyebut dan pembilang pada seclusi (3.27) pada awalnya
bermla1 positif, tetapl penyebut menuju ke nol jika
X

1
f—tf =—In| ——
g Lr,—x‘u]

dan pembilang mendekat nol jika

[ 1, —il [—[T‘ %)

B e -

Dengan demmkaan diperoleh

- _Iqull_I':I_Il:.xq_x-\.:lg--&._
x{t)= {x, =x,)={x, - x, )™
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untuk r—:,.—%]n|M],dan

\ Jr:[-Tl =X L

4

xlx, - x )-xlx, —x, )™

].]IL'l ]_-q_r]— I.'III]. [_'l|,'“ _II}_ |:_‘.:'“ = IJ]'&"'H"

I—ki, F—ef,

= - (3.23)

Contoh 3.6 Pertimbangkan laju pertumbuban suatu populasi
yvang mengikutl model (3.17) dengan mlai parameter r=105,
K=1000, dan H=105. Lau pemanenan yang dibenkan
memenuhi kasus 2. Dengan nilal parameter tersebut diperoleh
dua titik keseimbangan yaitu x, =300 dan x, =700. Dengan
berbagai nilai awal populasi x(0)= 290, 300, 350, 500, 700,
000, dan 1000, maka diperoleh grafik kurva solusi yang
menyatakan ukuran populasi pada waktu f seperti dibenikan pada
Gambar 3.13.

Gambar 3.1} Eurva solusi untuk model (3.17)

dengmﬂcﬂﬁ%
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Dari Gambar 3.13 jelas bahwa jika x < 300 maka lourva
solusi monoton tumn dan bermilal nol wntuk suatu waktu
tertentu. Jika 300< x, < 700, maka kurva solusi monoton naik
dan konvergen ke milan x=700. ika 1, > 700, maka kurva
solusi monoton turun dan konvergen ke nilai x = 700. Dengan
1, jelas bahwa btk keseimbangan x = 700 stabil asimptotik,
sementara fitlk kesemmbangan x = 300 tdak stakal.

Eepunahan populasi alobat adanya pemanenan dengan
laju konstan tidak hanya disebabkan oleh tmgginya laju
pemanenan tetapl juga disebabkan oleh kondismi awal populasi
Jika populast awal diketabmi, maka dapat ditentukan lau
pemanenan yang diperbolehkan sehmgga populasi tidak akan
punah meskipun dipanen dengan lajo pemanenan konstan.

Dalam kasos Hq%_ maks diperolsh dua titik

kessimbangan,  yaitu ¥ —‘,—f{l— fl%J dan
£ F

f 14 iig] Jica diketahui milai x, maka dapat
)

I, =—

ditentukcan mlal A mimmal selingga dengan milal pemanenan
vang diberikan tersebut ukuran populasi kenvergen ke finik
keseimbangan x =, vang bermakma bahwa populasi tidak
akan punah akibat pemanenan.

Supaya populasi konvergen ke tiik keseimbangan
¥ =1x,, maka x, > x,, yaitu
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[1_5.1"  AH
K | rk
Dengan 1t diperoleh H < rx__,[l— i,i'- '

Contoh 1.7 Pertimbangkan laju pertumbuban suatu populasi
yvang mengikutl model (3.17) dengan mla1 parameter r=105,

K =1000, dan x, =300. Karema x, -:%. maka hams dipilih

R

i
nilaii H yang memenuhi H-:ﬂjﬂ-ﬂ{]“—mj_. yaitu
I'«. Iy

H <105. Dengan pemibhan mlai H <105 maka diperoleh
X, <X, <x, dimana x=x dan x=x menpakan thk
keseimbangan model. Dengan kondisi x, < x, < x, maka kurva
solusi dengan mla awal x =300 konvergenm ke tnk

keseimbangan x=x, .
Dalam praktelnya, Burghes dam Bome (1981)
menyatakan babwa level pemanenan biasanya lebih kecil dan
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pada M5Y suat populasi. Jika diaphkasikan 5 = 90% dan M5T,
dimana M5Y = % . hihat Clark (1985), maka model (3.17)

memunyai dua tittk keseimbangan, yaitu x, = 3 dan x, =

Dalam kasus im, untuk menjamin supaya populasi tidak akan
punah, ukuran populasi hams ditunggn sampal mencapal level

ﬂ_r,,}z% untuk suatu waktu tertentu ¢, =0 sebelum

dieksploitas:.

Kasus 3 H > % ;

Dalam kasus mi, moedel (3.17) tidak menmmya tibk
kesermbangan yang positif: Karena level pemanenan lebih besar
dar laju populasi maksimal, maka wntuk x > 0 berlaku % <1,

lihat Gambar 3.14. Dengan kondisi demikian, x{t) dengan
syarat awal x{0)> 0. mencapai mlai nol untuk suatu waktu
tertentu

Dengan kondizi H}%: model (3.17) dapat dimalis

dalam bentuk
dx i'i-{' K"'.! :
S e o | ] 326
@ K|\ 1;*"] -26)
oana k= | PE
4 T
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Gambar 3.14 Bidang fase model logistik dengan H > o8

4

Persamaan differensial (3.29) dapat ditulis sebagan

Dengan mengntegralkan kedua roas diperoleh

x{!}—— vk, fum[—;ﬂr + &, |

.'

dimana k., =k k dan &, adalah konstanta sembarang.

Dengan mengambil mlai awal x{0) = x, . diperoleh

x{f) = E-Lﬁf,,tﬂtg”krrk] (3.30)
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KAy
Xy : .
dimana k. =cotg '['—ké . Selanjutmya  dipercleh

' . )
A
X
k= 1 cotg | — /—; ]
i k|

-]

h,

Dari persamaan (3.30), x(t)=0 jika

(3.31)

lm x{f] = m [£ ki ':DtE(rk";I' 1 .ﬁ.-\.}]_-"'.f.-,
=1y . [ TH 1 "'I‘K = )

 Elz-k)
==,

untuk 7,

Perhatikan babwa 0O <¢ <t,, dan solusi (3.30) hanya berlaku
Kir-k,)
S

untuk 0= f«<

Contoh 3.8 Perimbangkan laju perfumbuhan sunate populasi
vang mengikutl model (3.17) dengan mla1 parameter r=105,
K=1000, dan H =145 Dengan mlal parameter tersebut,

diketabm bahwa H:-%. Untuk x, =510 dan x, =450,

kurva solusi persamaan (3.30) dibenkan pada Gambar 3.13.
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Gambar 3.15 Plot kurva solusi (3.30)

Dani Gambar 3.15 diketabm bahwa dengan kedua mla
awal yang dibenkan kedua kurva selusi tersebut akan mencapai
nilai nol suatn waktu tertentu. Wakin yang diperlukan populasi
untuk mencapar milal nol bergantung kepada mlan awal dan
populasi. Dengan level pemanenan yang diberikan pada Contoh
38, maka populasi akan habis unfuk snatu wakin yang
berhmgza.

Populasi ikan blue whale di laut Antarctic sangat
beralasan untuk mengikutt model pertumbuhan logistik. Sambs
ikan hia (whaling scienfisis) telah mengestimasi daya dulung
(carrying capacify) maksimal linglimgan untuk ikan hin sebesar
K =150000 ikan hm dan M5T bermlar selatar 2.00{ 1kan hm
per tahun. Dengan asumsi bahwra kurva pertumbuhan mengikut
kurva logistk, maka diperoleh K/2=75000 ikan hm yang
diperlukan untuk menghasilkan MS5Y. Dengan data tersebut, laju
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pertumbuhan mimnsik populasi kan hm diestimasi sebesar
r=10,053 per tahun (Clark, 1990; Doucet, 1992).

Dengan menganggap ukuran populasi awal sebesar
¥, =60000 ikan hm maka hamslah level pemanenan
H <1908 1kan hm per tahun untuk menjanun populasi ikan hi
tidak akan punah untuk selamanya. Sementara jika populasi
awal sebesar x =80000 ikan hm dengan laju pemanenan
H=4000 ikan b per tahun, maka kondisi im menyebabkan
ekploitas1 berlebih (over exploitafion) karena level pemanenan
lebih besar dan pada level MS5T. Dengan kondisi tersebut, maka
populasi itkan hm akan punah setelah selatar 32 tahun

3.8 Model logistik dengan usaha pemanenan konstan

Pada bagian m populasi ditmjan untuk dipenan dengan
usaha pemanenan konstan, yai laju pemanenan proporsional
dengan ukuran populasi. Dengan pertimbangan tersebut, model
{3.15) menjach

dx PlE
arr| === Ex: 332
i El Ex (3.32)
dimana E adalah suatu konstanta positif yang menyatakan usaha

Pemanenan
Jika E = r, maka model (3.32) dapat ditulis sebaga1

- S
K[r-EJJ'

%— (r—E)x(1- (3.33)
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Perhatikan babwa model (3.33) serupa dengan medel (3.15).
Anahsis model (3.32) akan ditinjau dalam beberapa kasus.

Kasus1 E=r.
Dalam kasus ini, model ({3.32) tereduksi menjad:

dx e
—_——=—— 334
dt K @34

Model (3.34) hanya memunya satu bk kesetmbangan, yaitu
x=10. Tink kesemmbangan im secara matemafs semu stabil

dalam pengerian bahwa %{U unfuk semma x =0, lhat

Gambar 3.16. Tetap jika lota hanya mempertiimbanghkan sumbu
x nonnegatif, yaim x =0, maka wnuk x, >0 berlalm %{D

dan dengan 1tu x(7} akan menuju ke nol.

3B

e —  —

—
“0

Gambar 3.16 Bidang fase model logistik intuk E = r
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Solusit persamaan differensial (3.34) bersama dengan
syarat awal x{0)=x, = 0 diberikan oleh

: A R
rx,i+K |

x{r]—[

: (3.35)

Dan solusi (3.35) dan juga dengan memperthatikan Gambar
3.16, maka dengan mudah diketahw bahwa

.

b-#x

im]-_-u_

rn i+ K

5

Contoh 3.9 Pertimbangkan laju perfumbuhan suam populasi
yang mengikufl model (3.34) dengan mla parameter r=1035,
K=1000, dan E=05. Untuk x,=10, 20, 35, dan 50,

diperoleh lkorva selusi seperti diberikan pada Gambar 3.17.
Eurva-kurva solusi monoton tunm dan menuju ke nol.

ok oo

§ R T
“% L T i ¥
LRI,
wa | R U
a W W W R

b T T T Y

“fa

=

Gambar 3.17 Plot kurva solusi (3.33)
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Kasus 2 E <r.

Dalam kasus m dengan musalkan r,=r-E dan
K =K| 1-5}. maka model (333) dapat ditulis dalam bentuk
', r

dx [ ik ]
—=rx|l-—|. 3.3
dr "I[ E Lo
Model (3.36) tetap menyatakan suatu model pertumbuhan
logmistik dengan laju pertumbuban minnsik r, dan daya dukung
maksimal K, . Model (3.36) memumyal dua tik keseimbangan,
vaitu x=0dan x = X, .

Selanjutnya diperoleh bahwa jika 0<x <Xk maka
%m,mjm x> K maka %{ﬂ.ﬂ&ﬂgﬂﬂd&ﬂﬂhﬂﬂﬁﬁk
kesetmbangan x = K, mempakan tink keseimbangan yang
stabil. Selus: dan model (3.36) bersama dengan syarat awal
x0)= x, >0 diberikan oleh

x{t) = = @337

l4ce™

dimana ¢, = % —

i

. Dari  solmsi  (3.37)  diperoleh

Im x(7)=K, . Hal ini bermakma bahwa titik keseimbangan K,

F—px

stabil asimptotik secara global untuk x, > 0.
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Kasus 3 E = r.

Dalam kasus imi misalkan r,=E-r (r,>0) dan

K.=K[2"). Dengm pemisalan tersebut, model  (3.33)
&, 1 -ll

dapat dituhs dalam bemtuk
%— -r!x[h g J (3.38)

Model (3.38) memunyam tbk keseimbangan x=0. Tink
kesermbangan x =0 secara matemats stabil asimptotik karena
semua kurva solusi konvergen ke titk x=0. Scolusi model
{3.38) bersama dengan syarat awal x(0)= x, >0 dibenkan oleh

xif)=

— (3.39)
1-ce"

dimana ¢, = — 'I". Dan solusi (3.39) diperoleh

xit) memyu ke nul untuk t membesar tanpa batas, lihat Gambar
3.18.
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dx
df

Gambar 3.18 Bidang fase model logistk wntuk E > »

Contoh 3.10 Pertimbangkan laju pertumbuhan suatu populasi
yvang mengikuti model (3.38) dengan mla parameter r=105,

K =1000 dan E =1. Untuk x =10, 20, 35, dan 30, diperoleh

kurva solusi seperti dibenikan pada Gambar 3.19. Kurva-kurva
solust monoton furun dan menuju ke nol.

Sekarang kita perhatikan kembali model (3.33) dengan
kasus E<r. Dalam lkasus m fibk kesemmbangan
.T—K[ it

=
1m akan dibubungkan dengan persoalan keuntungan maksimal.
Dengan perttmbangan bahwa populasi dieksploitasi demgan
usaha pemanenan konstan, maka dalam pemanenan tersebut
tenfulah melbatkan biaya pemanenan dan hasil pemanenan
membenkan sejumlah pendapatan.

] stabil asimptonik. Titik keseimbangan yang stabil
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Gambar 3.19 Plot kurva solusi (3.39)

Dengan menganggap biaya total pemanenan
proporsional dengan usaha pemanenan diperoleh fungs: biava
total TC sebagai TC = C(E)=cE. Selanjutnya diasumsikan
bahwa penenmaan total IR propersional dengan hasil
tangkapan, F(E) yang bergantung pada wusaha, yaitu
TR = p¥|E), dimana p menyatakan harga per umt tanglkapan.
Hasil tangkapan dinyatalan sebagai F{E)=Ex (Conrad dan
Clark, 1987). Fumgsi keuntungan r vang menyatakan selsih
antara TR dan T'C dimahis sebagai

z=IR-TIC.

Indusin penkanan memperoleh keuntungan jika
penerimaan lebih besar dan haya yang dipunakan Hasil
tangkapan maksimal yang berkelamutan (MS5Y, maximum
sustainable yield) terjadi pada puncak kurva pensnmaan
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Eeuntingan maksimal diperoleh pada kondisi dimana slop
kurva penermmaan sama dengan slop kurva biaya, lihat Gambar
3.20.

MST

bR

ol £ Euw E

Gambar 3.20 Grafik fimgsi TR dan TC

Gambar 3.20 menunjukkan babhwa keuntungan maksimal
harus selalu lebih kecil dan pada MSY dan dengan 1tu, usaha
yang diperlukan untuk mencapal keuntimgan maksimal lebih
kecil dan usaha yang digunakan umtuk mencapai MSY. Gambar
320 mga menyatakan bahwa biaya yang dipunakan dalam
eksploitast mengurangl keuntungan maksimal yang diperoleh
{(Pitcher dan Hart, 1982).

Hasil tangkapan F{E)=Ex dengan mudah dapat
diperoleh, vaitu dengan mengevaluasi ¥(E)=Ex pada nilai
titik kesemmbangan x —KI . ;ET Dengan 1tu diperoleh hasil
Y i

tangkapan berkelanjutan sebaga
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F{E]—.Ex—E_Efrr"‘E}
T

Selanjutnya fungsi keunfungan yang dievaluas pada bk
keseimbangan ¥ = K| 22 | menjadi
1 r )

T —FEK(—II;E}—EE—{;JK—.:':IE—F;]_KE".

h, ’
Fungsi keuntungan yang diperoleh mempakan fumgsi terhadap
usaha pemanenan E.
Untuk mendapatkan nnk lons pada fimgs: keunhmgan,

kata selesakan j—g =0 dan diperoleh &bk knnbs
E, —M. Clark (1976) menyatakan bahwa jika biava

2pK
P

pemanenan relatif culup besar danpada harga per umt stok,
yaitu % > p, maka stok (populasi) tidak akan diekplortasi
sama sekali. Dengan demukian, maka hamuslah 0<E < E

BLEY 2

dimana E ., =—. Keuntungan maksimal terjadi pada usaha

5
7]
d*m

pemanenan E = E, karena E-:{I untnk E=E, .

Jika populasi dipanen dengan level usaha pemanenan
sebesar E=E, = —fpf };}i maka tiik keseimbangan yang

=P

bersesualan dengan usaha pemanenan tersebut juga tetap stabil
asimptotik secara global dan usaha pemanenan tersebut juga

118



membenikan keunfungan maksimal Dengan menggunakan
usaha pemanenan E = E_, hasil tangkapan akan lebih kecil dan
MSY dan ukuran populasi juga stabil (Doucet dan Sloep, 1992).

3.9 Soal latihan

L.

Pertimbangkan model pertumbuhan logistk

% - :xfl : %J Analisis kestabilan titlk keseimbangan
\

=0 dan x = X dengan menggunakan metode pelinearan

di selatar kedna tink kesemmbangan. Bandinglan pula hasil

vang diperoleh dengan hasil dar solusi analitiknya.

Dibenkan suau model pertumbuhan populasi % =a-bx
dengan >0 dan b>0. Tentukan solusi eksplisit dan
model tersebut dan berikan interpretasi dan solusi yang
diperoleh

Eonstruks: suatu medel detenmmistik pertumbuhan sam
populasi dengan mempertimbangkan laju kelahiran lau
kematian, laju miprasi. dan laju emugrasi Tentukan pula
solusi dari model yang terhasil dan benkan mterpretasi dan
solusi vang diperoleh.

Pertimbangkan model (3.32) unfuk kasus E <r Tenmukan
keunfungan maksmmal yang dapat dicapai jika fungsi biaya
dinyatakan sebagai TC = C|E)=¢, +c,E dimana ¢, dan
€, menyatakan biaya tetap dan biava vanabel dalam usaha

pemanenan.
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5. Timnjan model pertumbuban populasi dengan pemanenan
%—n{l--%]-,ﬁ[r}_ Misalkan fungsi pemanenan
hiy=1+cos(f) menyatakan laju pemanenan yang
bergantung pada wakin pemanenan Nyatakan model

tersebut dalam bentuk persamaan differensi dan selanjutnya
plot solusi yang diperoleh unfuk beberapa mla #.
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Bab 4

Model Dua Populasi
Saling Bebas

4.1 Pendahuluan

Pada bab m dwraltkan medel pertumbuban yang
melibatkan dua populasi vang saling bebas. Eedua populasi
diasumsikan tidak saling membenkan pengaruh terhadap
pertumbuhan  populasi lammnya. Model tersebut memupakan
perluasan dan  model perumbuban logistk  dengan
mempernimbangkan dua populasi. Model m kemmdian
dikembangkan dengan mempertimbangkan faktor pemanenan
kepada kedua populasi. Faktor pemanenan dikenakan kepada
kedua populasi dengan anggapan bahwa kedua populasi yang
ditinjan membenikan manfaat secara ekonom kepada kehidupan
MANNSIA.

Pada model periumbuban dua populasi yang salmg bebas
tersebut, kewujudan dan kestabilan tiik kesemmbanganmya
dianahisis dan diselesaikan secara analiik Untuk model dengan
usaha pemanenan konstan, fihk keseimbangan yang stabil
dilubungkan dengan perscalan keuntungan maksimal Untuk
kasus dimana kemunglanan terjadinya pemanenan berlebih juga
dianalisis secara detail.
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Persoalan yang berhubungan dengan pemanenan opfimal
pada sistem yang melibatkan banyak populas: senng kal lebih
kompleks dan rumit secara teonn maupun dalam praktzk. Model
dengan sam populast dan dua populasi yang berhubungan
dengan perscalan pemanenan optimal biasanya agak lebih
sederhana dan dapat dianalisis secara amahtik Pada umummnya
mdusinn penkanan mengeksploitas: lebih dan satu spesies tkan
Clark (1976). Dalam praktekmya, penangkapan berbagai jems
1kan pada wakiu yang sama hanya bersifat insidentil.

4.2 Model dua populasi saling bebas

Pada mdustn penkanan dengan populasi campuran,
mdusin pernikanan akan memandang safm populast atau lebih
ditangkap secara simultan dengan menggumakan peralatan
tangkap yang sama. Confoh spesifik tefjadi pada janng utama,
dimana berbagal spesies demerzal atau groumdfish tertangkap
pada janng-jarmg utama Hal m mempakan suatu fenomena
dimana dua spesies atau lebih secara ekologi dan secara
ekononm diperimbangkan pada saat yang bersamaan.

Model dua populasi yang secara ekologi saling bebas
dinyatakan dalam meodel pertumbuhan logistik. Populasi yang
ditinjau pada model ini dianggap hanya meliputi satu spesies.
Laju pertumbuhan kedua populasi x (populasi pertama) dan
populasi y (populasi kedua) dinyatakan dalam bentuk sistem
persamaan differensial autonomus
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m1-%)

1‘ = (4.1)
ﬁ‘ﬁ_ﬂf _2.
L)

Parameter r dan 5 masing-masing menyatakan laju pertumbuhan
mirinsik (fnirinsic growih) untuk populas: pertama dan populasi
kedua. Konstanta K dan [ masmg-masing menyatakan daya
dulkung maksimal (carmying capaciny) lingkungan untuk
menampung  semaksimal munglkin  populasi pertama dan
populas kedua.

Untuk model (4.1), terdapat empat titik keseimbangan
nomnegatif. yaitu (0.0), (K.0), (0.L), dan (K.L). Tink
keseimbangan (0, 0) merpakan titik keseimbangan yang tidak
stabil, ia merupakan suato node. Titik keseimbangan (K, 0) dan
(0, L) juga merupakan titik keseimbangan yang tidak stabil
Eedua nnk keseimbangan tersebut merupakan fink pelana.
Sementara tiik keseimbangan (K L) merupakan tink
kessimbangan yang stabil asimptotik, 13 memupakan suatu node.

Model (4.1) merupakan suatu sistem yvang mehibatkan
dua populasi dimana kedua populasi tersebut tidak saling
bennteraksi dan dengan it keberadaan populasi pertama tidak
memengarahn  pertumbuban populasi kedua, demulaan juga
sebalikmya. Model (4.1) yang merupakan suatu sistem
persamaan differensial autonomus orde satu dapat diselesaikan
secara analihk Penyelesalan dan medel (4.1) dengan mla
populast awal untuk populasi pertama dan populasi kedua
1(0)=x, >0 dan y(0) =y, >0 adalah
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K

x(f)= — dan
l+ce
() = .
e l+¢c.87"
3 KE-x L-y
dimana ¢ = L dan ¢, =——L Dengan mudah dapat

ditumjukdean bahwa untuk wakin ¢ memuu ke tak berhingga
maka populasi x(#) menuju ke nilai X dan populasi y(f) menuju
ke nilai I. Keadaan ini dulustrasikan pada Gambar 4.1. Hal i
bermakna bahwa titik keseimbangan (K, I} merupakan suatu
titik kesexmbangan vang stabil asimptotik. Kedua populas akan
tetap wujud (coexiss) dan jumlah populas: pertama dan populas
kedua akan memuu ke mla tiik keseimbangannya, vaitu tink
(K.L).

Contoh 4.1 Pertimbangkan model (4.1) dengan mlai parameter
r=05, 5=04, K=100, dan L=1530. Dengan mla

parameter tersebut diperoleh titik keseimbangan (0, 0), (100, 0),
(0,150), dan (100,150). Beberapa plot kurva solus: dengan mila
awal (5,5), (5,1). (L5), (190,5), (5 290), (1%0,290),
(190,160), dam (90,290) wntuk ¢<[0,15] diberikan pada
Gambar 4.1

Dan Gambar 4.1 diketahwm bahwa jika populasi pada
awalnya bermilai posiif maka kedua populasi akan memau
secara asimptotik ke posisi seimbangnya. Dengan demuloan
kedua populasi akan tetap wujud untuk wakin yang lama.
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Gambar 4.1 Kurva solusi dan medan veldtor untuk model (4.1)

4.3 Model dua populasi saling bebas dengan laju
pemanenan konstan

Pada bagian mi, kedua populasi dianggap bermla
ekonomi dan dengan demulian faktor pemanenan dilibatkan
dalam mekamsme model pertumbuhan kedua populasi. Kedua
populasi diasumsikan dieksploitasi demgan laju pemanenan
konstan.

Model (41} vyang  dikembangkan  dengan

mempernmbangkan kedua populasi dipanen dengan laju
pemanenan konstan dibenkan sebagal

iz —r:r[l—iJ—H,

@ o K
e (42)
Dogl1-L]|-H,.
Tl | LJ '
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Eonstanta M, dan H, masing-masing menyatakan laju
pemanenan pada populasi x dan populasi y. Kewuudan titik
kesermbangan nonnegatif untuk model (4.2) berganthng pada
nilai-milal parameter model tersebut, termasuk juga bergantung
pada mlai-mlal laju pemanenan pada kedua populasi.

Ada sebanyak sembilan kasus yang  dapat
diperimbangkan dalam menganahsis kewujudan titik
kesetmbangan, akan tetapi hamya beberapa kasus saja yang
dianggap penting vang akan dianahsis. Pada prinsipnya semua
kasus dapat diamalisis denpan mermujuk kepada analisis model
logmstik yang telah dibenkan pada Bab 3.

Kasus 1 H,:-% ianH!r:r%

Dalam kasus 1m tidak dipercleh suatu oink keseimbangan
nomnegatif Dengan kondisn H, }% dan H, :-%, maka

%-c:ﬂ dan %ﬂﬂ untuk semua populasi x dan populas ).
Pertumbuban kedua populasi tersebut bemilai negatf yang
bermakma babwa jumlah kedua populas: tersebut akan berlurang
terus menerus. Dengan membenkan nilai parameter dan mla
populasi awal x{0)>0 dan (0)>0. maka x{r) dan »(t)
dengan populasi awal yang dibenkan akan bemnilai nol wntak
suatu waktu tertentu. Hal mu bermalma bahwa kedua populasi
tersebut akan punah setelah suatu waktu tertentu

Easus m menyatakan bahwa pka laju pemanenan
konstan yang dikenakan pada kedua populasi x dan populasi y
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cukup besar, yaitu H, }% dan H, }%- maka laju
pertumbuhan  kedua populasi bermilan negatf vyang akan
mengakibatkan jumlah kedua populas: berlorang terus menems.
Dengan pemanenan yang dilakukan cukup besar membuat
populas: tidak dapat bertumbub dan malahan membuat populasi
semalban lama semalon berkurang dan pada suato waktu tertentu
kedua populasi akan punah.

T P s
Kasus 2 A - 2 dan H, = 1

Dalam kasus mi, model (4.2) hanya memumyai satu titik
keseimbangan pada kuadran pertama, yaim | -5115, -‘-:T-| _Jika x =

maka ﬁ-*:IEI,s-z!:l*:&l.f1'.la::|:11if:tji]:a xr:Em.aIca E:-'IZI'.ij..*i ¥ >
dt : 2 df

maka %-::D. sebalikmya jika _jr-:% maka %}ﬂ. Dengan
T & T

[ e bt | b

B e . & 53
kondisi m, tink kesemmbangan [??J merupakan suatu fitik

keseimbangan  yang  semi-stabil, Dhhat Gambar 42
(KLY

Bagaimanapun, tiik keseimbangan | —

= | tidak stabil, dalam
E 2

pengertian bahwa (x{7 ). ¥{7]) menuju ke posisi E % %1’ untuk #
b £ y
menuju ke tak berhingza jika (x(0). ¥(0)) berada pada daerah III.

tetapi ketika (x(0) ¥{0)) berada pada daerah vang lain. maka
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K I
5 1

e

(xft) ¥(t)) tidak aksn memuju ke titkk keseimbangan :
\

Dengan kondisi demmkian, kedua populas: akan wujud bersama
dan jumlahnya akan menumu ke nila posisi seimbangnya jika
dan hanya jika (x{0) 3{0)) berada pada daerah III atau pada
batas daerah IIL.

y
IV [ I
2
&+ = 5 “
1| I
Lo "
L
o x

Gambar 4.2 Isoklin dan medan vektor untulk kasus 2

Kasus 3 A, -:% dan H, < 'if

Dalam kasus m, model (4.2) memmmyal empat fink

keseimbangan nonnegatif, yaitm A=(x.y ). B=(x, ).
C=lx,y,), dan D=(x,, y,), lihat Gambar 4 3, dimana
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Gambar 4.3 Isoklin dan medan vektor untuk kasus 3

Dan Gambar 4.3 pampak bahwa secara kualitatif titik
keseimbangan A =(x,y ) tidak stabil (node), titk
keseimbangan B =(x,.y ) dan C=(x, y,) juga tidak stabil,
kedua-duanya mempakaan tiik pelana. Tiik keseimbangan
D =lx,, y,) mempakan satu-satunya titikk keseimbangan yang
stabil asimptotik.
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Eestabilan keempat f©ibk keseimbangan tersebut
selamjumya dianalisis dengan memperhatikan mla eigen dan
model linear yang bersesuaian dengan model nonlinear, model
{4.2). Medel (42) mempakan model yang hampr linear

(nonlinear) dengan matnks Jacobi
‘P 0Y
J = 43
: gJ (43)

. 2rx 25y A
dimana P=r a dan Q—_'.'—T_Pﬁrsamaau karaktenishik

dan matnks Jacob: (3 4) dibenkan sebaga
fy=(1-P)i-0)

dengan milal eigen A =F dan A = . Nilai-mlai eigen tersebut
bergantung pada nilan dan thk keseimbangan model yang
dianalisis.

Dengan mengambil mlal x =x, dan y = y, pada matnks
Jacobi (4.3) diperoleh P dan {0 keduanya bemnilai positf, yaitu
kedua nilai e1gen bermila1 positif. Dengan demilaan disimpulkan
bahwa titkk keseimbangan  A=(x,),) merupakan titik
kesermbangan yang tidak stabil. Tink tersebut merupakan suata
node.

Dengan menggantikan mlai ¥=x, dan }=), pada
matniks Jacob: (4.3) diperoleh P bermla negatif dan @ bermilai
positif, yaim satn nilal elgen bemilal negatf dan yang lamnya
bermilai positf Dengan demikian disimpulkan bahwa titk
keseimbangan B =(x,.),)] merupakan titk keseimbangan
yang tidak stabil. Titk tersebut merupakan tiilk pelana.
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Dengan menggantikan milal x=x dan y =), pada
matniks Jacobi (4.3) diperoleh P bermilai positif dan {0 bermlai
negatif, yaitu satu mla eigen bermla posinf dan yang lammya
bermilai negatif Dengan demukian disimpulkan babwa tibk
kesembangan  C=i(x,y,). mempakan tittk keseimbangan
yang tidak stabil. Tink tersebut merupakan titik pelana.

Untuk titik kessimbangan D =(x,, y.) diketahwm bahwa
P dan (Q kedoanya bermilai negatf, yatu kedua mlai eigen
bermlai negatf Dengan demubian disimpulkan babwa tink
keseimbangan D = (x., 1. ) merupakan titik keseimbangan yang
stabil asimptotik. Titik tersebut merupakan suatn node yang
stabal.

Dengan memperhatikan matmks Jacobi yang dievaluasi
pada ik D diketahm bahwa Tr(J) bermlai negatif dan det(.J)
bermilai posiaf serta diskriminan matnks J juga bemilai positif.
Hal mm bermakma (lihat Sanchez, 1968; Wiley, 1979: Haberman
1998) babwa diperoleh kedua milai eipen bermla real dan
negatif vang mungkin sama ataupun tidak sama milamya. Lebih
jauh, dengan Gambar 4.3 diperoleh bahwa gabungan daerah V,
VI, VIII, dan IX| beserta segmen gans pembatas daerah tersebut
menyatakan domam atraksi dan  thk  keseimbangan
D =(x,.y,), yaita jika {x(0), 3(0)) berada pada domain atraksi
tersebut maka untuk +>0, (x(r), ¥(*)) akan memuju ke titik
keseimbangan D = (x,, y, ) untuk f menuju ke tak berhingga.
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4.4 Model dua populasi saling bebas dengan usaha
pemanenan konstan

Pada bagian mu model (4.1) dikembangkan dengan
pertimbangan bahwa kedua populas: yang salmg bebas tersebut
dipanen dengan laju pemanenan proporsional dengan ukuran
masing-masing populast. Dengan pertimbangan tersebut, model
{4.1) dikembangkan menjadi

caie? X r1 ..

df , K

dy )

= =5p|1-=|-4q.E¥,
el [ L) 9:5.)

-q,Ex

R ——

(4.4)

dimana g, dan g, masing-masing menyatakan koefisien
ketertangkapan (cathability coeficients) untuk populasi x dan
populasi y. Konstanta £ dan E, masing-masing menyatakan
usaha pemanenan yang dikenakan pada populasi x dan populasi
¥.

Model (4.4) mermopakan sunatu perluasan model yang

telah dikaji oleh Clark (1976). Model tersebut merpakan
pengembangan dan model Schaefer untuk kasus dimana dua

populast yvang saling bebas dipanen dengan menggumakan
peralatan pemanenan yang sama.

Sebagal penvederhanaan dalam analisis, milai g, dan g,

diambil sama dengan satu. Dengan penyederhanaan tersebut,
model (4.4} tereduksi menjadi
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%rrx[l - %?-E,x

by "% (4.5
ﬂ-—.'ry| 1-']—.1!-5)
at L L;

Unfuk menjamin bahwa kedua populasi menmiboan
pertumbuhan logistik, maka perlu diasumsikan bahwa r-E, =0
dan s-E, >0, yaitu (£ E, )e R, dimana

R={(E.E)|0<E <r,0<E, <5 |.

Dalam kendisi usaha pemanenan lebih besar atan sama
dengan laju pertumbuhan intrinsik populasi, vaitu » - E =0 dan
5=F, <0, maka laju pertumbuhan kedua populasi bermilai
negatif Dengan demulian kedua populasi akan mengalami
kepunahan setelah selaan wakin tertentu.

Dengan asums1 bahwa r-E >0 dan 5 E, =0, model
{4.5) serupa dengan model (4.1). Model (4.3) mennmyal empat
titik keseimbangan nomnegatif, yaitu (0,0). (x,.0), (0. y,), dan

Kir-E) Hs-E)

(x,.3,). dimana Xy s dan 1y, =ty Titik

keseimbangan (0,0) merupakan titik keseimbangan yang tidak
stabil, ia merupakan suatu node. Titik keseimbangan (x,. 0) dan
(0,y,) merupakan titk keseimbangan yang tidak stabil
keduanya merupakan titik pelana. Titik keseimbangan (x,, y,)
stabil asimptotik, 1a merupakan suatu node, lihat Gambar 4.4
Titik keseimbangan (x,, y, ) berada di sebelah kiri bawah dari
titik keseimbangan (K. L) umtuk model (4.1). Hal ini bermakma
bahwa ada pergeseran posisi tik keseimbangan yang
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disebabkan oleh adanya usaha pemanenan yang dikenakan pada
kedua populasi.

L=
s

f 5
E 3

o X, X

Gambar 4.4 Isoklin dan medan veltor untuk model (4.3)

Dalam usaha pemanenan yang dilakukan maka past
diperlukan biaya dalam usaha pemanenan Demikian juga dan
hasil pemanenan diperoleh pendapatan Dalam hal m tibk
kessimbangan (x,. v, ) yang stabil asimptotik akan dibubungian
dengan penenmaan total biaya total dan keuntmgan. Dhsmm
nilai usaha pemanenan E dan E, akan ditentukan sedemilaan
sehingga dengan mlam wusaha pemanenan tertentu, diperoleh
suatu fittk kesemmbangan (x,, v, yang stabil asimptotik dan
Juga memberikan keuntungan maksimal.

Unfuk keperluan analisis, wmt harga untuk stok populasi
x dan populas: y dinyatakan sebagal p, dan p,. Biaya total
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diasumsikan proporsional dengan usaha pemanenan £, dan E,
dengan koefisien ¢, dan ¢, . Dengan demulaan. penenmaan total
dapat dinyatakan sebagai fumgsi tethadap £ dan E, .

Fungsi penenimaan total (TR) berkenaan dengan faktor
pemanenan yang dilakukan pada populasi x dan populasi y dan
bersesuaian dengan titik keseimbangan (x,,y,) dinyatakan
sebagal

IR = IR(x)+IR(y)

= pEx; + p.EY,
Kir-E ) (Lis-E,))

_Plgl[Tf*F:E:!“ z :

= pAE, ..£|£E|: 1'F'J'il:'E:_‘E';E-E:!- (4.6)

r

Fungsi biaya total (JC) berkenaan dengan faktor
pemanenan yang dilakukan pada populas: x dan populasi y dan
bersesuatan dengan titik keseimbangan (x,,y,) dinyatakan
sebagal

IC=¢E +¢,E,. (4.7)

Selanjutnya didefimsikan fimgsi keunhmgan sebaga
penenmaan total dikurangi hiaya total, yaim

#=IR-TC

~(pK ¢ )E -E§E,=  (pL-e,)E, -E;EEJ. 4.8)

Unfuk menentukan nilai usaha pemanenan yang
membenkan keuntungan maksimal, maka perlu ditenukan fink
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kmifis usaha pemanenan pada fungsi keunfungan Untuk i,
periu ditentukan tink stasioner dan fimgsi keuntmgan Dan
persamaan (4.3} diperoleh

3 7
o -(pKk-q)-2PXE,

5E
r, , 1r . 4.9)
oT P1
—=(pL-¢,)-——F,.
Ak, Pl -2;) L
Selanjutnya dipereleh tunman kedua
&z _ 2pkK
aE’ ro’
&z 2pl
o (4.10)
OF _o din
aE oE,
i
=0
aE.aE,

Titk lmtis dan persamaan (4.8) diperoleh dengan
mengambil persamaan (4.9) sama dengan nol dan diselesaikan
secara smmltan tethadap E, dan E, Dengan demilaan

diperoleh titik keitis (£ E,"). dimana E, -% dan

£ —5{{35—}"3]. Titik kritis (E'.E,’) termuat dalam R
o o
karena sebelumnya telah diasumsikan babwa E| dan E, kedua-

duanya bernilai positif Untuk menjamm £, dan E, kedua-
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duanya bemmlai positif maka diasumsikan %ﬁp, dan %-:’.pz.

Asumsi seperti ifu juga telah diperimbangkan dan digunakan
oleh Clark (1976).

Dengan menggantikan milan E° dan E, pada
persamaan (4 10) diperoleh determinan matriks D sebagan

oo a T
| Bl i f:El- f:E:I'-!.E:
&t &

AE.0E, GE;

2pK

S
s r 3p T
0 2P
5
_4pp.KL
-

Dari kallulus diketahui bahwa titik kritis (E,", E,” | memberikan
keuntungan maksimal multak pada R Nila keunhngan
maksimal diberikan oleh

H'.III" _'JIII\'EI."'E:.}
Ha J"[f:"l‘i"?:. "rn}: _Plxirf'lrf-’lx 'fu} !
2p K r\. 2pk
_I_S{F:L "J-":}J z PI‘[’ r':':.P:L_fzr-
2p.L s L 2pl
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4_pK 't 4_::‘_;

LP}L"E':J:-

Titik kritis (E*,E;) ternyata tidak memengaruhi
kestabilan titk kesemmbangan (x,,),). Hal m disebablkan
karena mla-nmilai wusaha pemanenan yang membenkan
kemntungan maksimal fidak memengamihn keberadaan tink
keseimbangan vang nomnegatif Nilai-milal usaha pemanenan
E =E dan E, = E,;” membenkan ik keseimbangan (x,, y, )
tetap berada pada kuadran perfama dan tetap stabal asimptotik
serta memberikan keuntungan maksmmal dan ekploitasi kedua
populasi. Gambar 4.5 membenkan ilustrasi fungs1 keuntungan
yang bergantmg pada E, dan E,, dimana keuntumgan
maksimal terjadi pada puncak dan permukaan fings
keuntungan.

Contoh 4.2 Pertimbangkan model (4.3) dengan mla parameter
r=15, 5=21, K=1000, L=2000, p,=10, p. =135,
£, =5,dan ¢, =7. Dengan nilai parameter tersebut diperoleh
titik kritis usaha pemanenan (E,", E." )= (0,7496,0,9998) dan
titik keseimbangan nonnegatif (x,, ¥, }= (5002500, 1000,2333).

Jika kedua populasi dipanen dengan usaha pemanenan pada tink
kmitis  tersebut diperoleh  keuntingan maksimal sebesar
., =187302518 Mila fungs kemntungan maksimal terjadi

pada puncak permukaan fungsi  keuntungan, sepern
diperlihatkan pada Gambar 4.5.
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Gambar 4.5 Permukaan fungsi keunhmgan

4.5 Model dua populasi saling bebas dengan usaha
Pemanenan sama

Pada bagian m1, usaha pemanenan yang dikenakan pada
kedua model pertumbuhan populasi diasumsikan sama. Asumsi
1m memupakan kasus khusus dan model yang telah dibahas pada
pada bagian 44 Dengan pertimbangan tersebut, model (4.3)
tereduksi menjadi

: B @.11)
P apl1=-2 -
> =9(1-%)-5

Model (4.11) merupakan suatu perluasan dan model
Schaefer unfuk kasos dimana kedua populast yang hdup
bersama pada linglimgan yang sama dan saling bebas
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disksploitas dengan menggumakan peralatan tangkap yang sama
Clark (1976).

Model (4.11) memunyal empat itk keseimbangan non-
negatif, yaitm (0,0), (x,.0), (0,3,), dan (x,.y,) dimana
X, = M dan y, —M . Dengan asumsi bahwa E <r
dan E <5 maka otk kessmmbangan (x,,y,) berada pada
kmadran pertama dan stabil asimptonk.

Titik keseimbangan (x,,),) selanjumya dibubungkan
dengan persoalan keuntungan maksimal Seperfi pada analisis
sebelumnya fingsi penenmaan diasumsikan  proporsional
dengan jumlah hasil tangkapan Demuloan juga fungs:i biayva
total diasumsikan proporsional dengan usaha penangkapan.
Dengan asumsi tersebut fungsi keuntimgan dinyatakan sebagal

zlx,v.E)=pxE+p,yE-cE

=(px+py-c)E 4.12)
: : dx  dy
Solust kesetmbangan = _ﬁ =0 uwntuk model (4.11)

hanya dapat terjadi pada keoordinat sumbu, yaitu x=0 atau
y =0 atau pada titik (x, v) yang terletak pada segmen garis

i i 2
a-l1--i“‘—:[1--l1 D<x<K,O0<y<l. (413

Terdapat beberapa kasus yvang dapat diimjau sehubungan
dengan segmen gans (4.13). Sebagal contoh unfuk keperluan
analisis, anggaplah bahmra
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F<s. (4.14)

Dengan kondisi (4.14), segmen